Klaus Rodler (2016)

Die Subtraktion im inklusiven Mathematikunterricht

Die Subtraktion fallt Kindern im Allgemeinen schwerer als die Addition. Subtraktionen sind deutlich
fehleranfalliger. Das liegt zum einen an der Tatsache, dass die Subtraktion im Unterschied zur Addition nicht
kommutativ ist. (3-5 ist nicht dasselbe wie 5-3) Zum anderen bereitet Zahlanfangern das Rickwartszahlen
groRere Schwierigkeiten als das Vorwartszahlen. Entsprechend verunsichert sind solche Kinder, die sich als
eher schwache Rechner einschatzen. Diese Einschatzung einer groReren Schwierigkeit der Subtraktion
korrespondiert mit der in der Schule vertrauten Wirklichkeit, dass die Subtraktion erst dann ins Spiel kommt,
wenn das Berechnen von Additionen gesichert ist. Diese Reihenfolge findet sich nicht nurim
Anfangsunterricht, sondern wiederholt sich im Zahlbereich bis 20 und 100 und wenn es um das Thema des
Zehneriibergangs geht: Erst die Addition, dann die Subtraktion. Diese Gewohnheit gilt es zu (iberdenken, denn
die fachdidaktisch tbliche Stufenfolge Zahlen vertraut machen — Addition — Subtraktion ist ein Weg, der die

Fixierung auf die Zahlwortreihe nicht aufhebt, sondern in der Praxis systematisch beférdert.

Wenn wir uns heute um die inklusive Beschulung aller Kinder in einem gemeinsamen Unterricht bemihen, so
kommt ein zweiter Faktor ins Spiel, weshalb die traditionelle Reihenfolge ,erst Addition, dann Subtraktion’
infrage gestellt werden sollte. Kinder, die in der Zahlwortreihe bereits sicher sind, stirmen bei der Addition
voran und verstehen nicht, warum sie noch zusatzlich mit Material rechnen sollen. Kinder, die ihre
Zahlwortreihe erst aufbauen mussen, bleiben zurtick und erleben diese Differenz krankend. Sie bekommen
von Anfang an ein negatives Selbstbild und eine negative Einstellung zu Zahlen und Materialhandlungen. Die
Subtraktion vorzuziehen, erschwert das zéahlende Kopfrechnen und vereinfacht gerade durch diese
Erschwernis die Moglichkeit, materialgestltzt einzusteigen, wie es fiir den inklusiven Unterricht zwingend ist.
Sie vereinheitlicht das Geschehen. AulRerdem hilft sie, wie unten gezeigt wird, friihzeitig das Zahlkonzept von
Zahlbausteinen (Teile-Ganzes-Prinzip) neben das Zahlkonzept Zahlwortreihe (zdhlendes Rechnen) zu stellen.
Ich personlich beginne aus diesem Grund sogar mit der Multiplikation als erster Rechenoperation und lasse

Division, Subtraktion und Addition in dieser Reihenfolge folgen. (RODLER 2016 a, S.74 und S. 102ff.)

1. Geeignete Rechenmittel im Anfangsunterricht

Wenn wir wollen, dass sich bei den Kindern die Anfangsvorstellung, Zahlen entstiinden durch Abzahlen aus
der Zahlwortreihe, nicht verfestigt, dann diirfen wir Ihnen keine Rechenmittel an die Hand geben, die genau
das suggerieren. Die Perlenkette ist eine Zahlhilfe. Dass sie die Zahlreihe bis 20 materiell nach Finf und Zehn
strukturiert darbietet, andert nichts daran, dass mit ihr wie an einem Rosenkranz gerechnet werden kann.
Und genau das macht das Kind mit schlechter Ausgangslage. Es missachtet die angebotenen Strukturhilfen

und zahlt ab. Bei der Addition 3+4= zahlt es: 1,2,3. 1,2,3,4 um dann 1,2,3,4,5,6,7 zusammen zu fassen. Es muss



das Ergebnis zdhlend ermitteln, weil seine 7 auf diese lange Zahlwortreihe angewiesen ist. 3 und 4 sind noch
keine Zahlbausteine, von denen es ausgehen kdnnte. Das auf der Zahlwortreihe basierende Konzept des
abzahlenden Rechnens fihrt in Verbindung mit dem Rechenmittel Perlenkette dazu, dass das Rechnen mit

Zahlen identifiziert wird.

Auch bei der Subtraktion 7-3= zahlt es: 1,2,3,4,5,6,7, dann nach rechtsschiebend 1,2,3, um schlief3lich die
restlichen Perlen mit 1,2,3,4 als Ergebnis zu ermitteln. Die Subtraktion wird also durch Abzahlen und
dreifaches Aufsagen einer Zahlwortreihe gelost. Wahrend die Handlung immerhin ein Wegnehmen war, war
der Vorgang in der Sprache ein Vorwartszahlen. Warum hatte es auch riickwarts zahlen sollen? Die
Rechenkette als materialisierte Zahlwortreihe bewahrt es ja gerade davor, beim Wegnehmen den jeweils

Ubrigbleibenden Teil im Kopf festhalten zu mussen.

Klar ist: Diese Rechenhandlung I6st die Aufgabe. Sie gibt aber keinen Hinweis darauf, wie eine Subtraktion
zweckmaRig im Kopf geldst werden kann. Sie bewahrt das Kind geradezu davor, sich damit auseinandersetzen
zu missen. Und das ist nicht anders, wenn die Perlenkette auf dem Rechenrahmen in zwei Zehner-Reihen
gebracht oder auf dem Rechenschiffchen in der Form eines 20er-Feldes dargestellt wird. Alle diese
Rechenmittel sind ihrem Konzept nach strukturierte Darstellungen des Zahlenbereichs bis 20, dessen
Strukturierung nach 5 und 10 durch die Anordnung und Farbung der Einzelelemente unterstiitzt werden soll.
Der Focus dieser Rechenmittel liegt auf den Zahlen, nicht auf den Operationen. (Das haben diese
Rechenmitteln Gbrigens mit den Fingern gemein, die sich ebenfalls hervorragend eignen, um Zahlen
darzustellen, die aber dem Rechnenden wenig mehr lber die operativen Vorgédnge bei Rechnen zeigen als

,Addition-mehr/Subtraktion-weniger".)

Ein gutes Rechenmittel muss sich didaktisch zuriickhalten! Es darf vom Kern der Sache — hier der Subtraktion —
nicht ablenken. Vielmehr muss es sich darauf beschranken, die Operation zu zeigen, die in ihren Eigenschaften
kennengelernt werden soll. Nicht mehr und nicht weniger. Ein gutes Rechenmittel muss daher drei zentrale

Eigenschaften haben:

1. Die Zdhlelemente miissen homogen sein. Die Grundbotschaft, dass die Zahl sich alleine durch die
Anzahl gleicher Einzelelemente bestimmt, darf durch nichts gestort werden. (Eine 3 soll immer gleich
aussehen und nicht einmal rot, einmal blau und einmal rot-blau gemischt.)

2. Das Zdhlmaterial soll frei gehandhabt werden. Die Operation des ,dazu’ oder ,weg’ soll vom Kind in
der Form durchgefiihrt werden kénnen, wie sie seinem inneren Bild entspricht.

3. Beider Rechnung sollen dem Kind nur diejenigen Elemente in den Blick kommen, die fiir die

Operation selbst von Bedeutung sind.

Ein Rechenmittel, das diese drei Forderungen erfiillt sind Holzwiirfel auf einem Rechenteppich. Dabei hat der
Rechenteppich die Funktion, der Rechnung den Rahmen zu geben. Das Bild auf dem Teppich zeigt die
Rechnung und sonst nichts. (Siehe Abb1./RODLER 2016 a, S.75f und S. 109.)



2. Die Subtraktion im kleinen Zahlbereich

Vergleichen wir die Rechenhandlung der beiden Aufgaben 4+2=6 und 6-2=4 auf dem Rechenteppich und

unterstellen wir ein zdhlendes Kind im Anfangslernprozess, so sehen wir, dass das Schlussbild grundlegende

Unterschiede zeigt. Wahrend die beiden Summanden bei der Addition in der Lésung verschwinden, liegt der

Minuend am Ende der Subtraktion zerlegt nach Subtrahend und Ergebnis (Differenz ) sichtbar da. Das

geschieht zumindest dann, wenn man die Kinder dazu anhalt, das Weggenommene auf dem Teppich zu

belassen. (Ein flr sie Gberzeugendes Argument ist, dass man dadurch nachzahlen kann, ob man sich beim

Wegnehmen vielleicht verzahlt hat.)

Auf den ersten Blick wird sichtbar, wie fruchtbar die Endstellung der Subtraktion ist. In der Zerlegung zeigt

sich ja nicht nur die Losung ,4". Es zeigt sich zugleich
der ganze operative Zusammenhang von Addition
und Subtraktion (6-2=4, 6-4=2, 4+2=6, 2+4=6). Mit
anderen Worten: Die Subtraktion offenbart durch die
Rechenhandlung die Perspektive, Addition und
Subtraktion im Teile-Ganzes-Prinzip, also auf der
Grundlage der beteiligten Zahlbausteine (hier 2/4/6)

zu l6sen.

Kompetentes Rechnen lernt man nicht durch
kompetentes Zahlen, sondern durch kompetenten
Umgang mit Zerlegungen! Das ist die Botschaft, die
an die Kinder — insbesondere im Anfangsunterricht
und insbesondere in Inklusionsklassen —

herangebracht werden muss, damit nicht eine ganz

Abb.1 Rechenhandlungen bei Addition und Subtraktion
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falsche Fahrte gelegt wird, die nicht nur kognitiv schwache Kinder dauerhaft in die Sackgasse fiihrt. Auch im

Blick auf die Einbeziehung jener Kinder, die zu diesem Zeitpunkt noch gar nicht in der Lage sind, die

Zahlwortreihe aufzubauen, ist es wichtig, den ersten Blick auf die kleinen, spontan wahrnehmbaren

Zahlbausteine bis 4 zu lenken. Gerade um diese Kinder zu inkludieren, ist ein Einstieg wichtig, der nicht von

der Zahlwortreihe ausgeht, sondern den kleinen Zahlbereich bis 4 auf der Grundlage von Zahlbausteinen

einflihrt.

Damit beim Berechnen einer Subtraktion auf die Zerlegungsteile als Zahlbausteine zugegriffen werden kann,

ist es wichtig, haufig solche Subtraktionen anzubieten, bei denen moglichst beide Zerlegungspartner im




Zahlbereich bis 4 liegen, weil nur solche Anzahlen durch die Fahigkeit zur protoquantitativen Wahrnehmung
(GERSTER/SCHULTZ 2004) auf einen Blick erfasst werden kénnen. GroRere Anzahlen miissen abgezahlt
werden. Der Hinweis ,,Du musst nicht zdhlen. Du weifSt schon, wie viele da liegen.“ greift oberhalb der Vier

nicht. Deshalb sollte

zumindest das Ergebnis Abb.2 Aufgaben zur 4 im operativen Zusammenhang
der Subtraktion oft im 242= 3+ =4 4= +1 4-3=_ 4 =1 3-4-
Bereich bis 4 liegen.

3+1=__ 2+ =4 4= +2 4-1=__ 4-_ =3 1=4—-__
Dass Zahlen nicht aus O+4= 4+ =4 4= +3 4-4=__ 4 =4 2=4—
Zdhlprozessen und dass

1+3= 1+ =4 4= +4 4-2=_  4- =2 4=4-
Zahlworte nicht aus der

Zahlwortreihe entstehen, sondern wie ,Hund’ und ,Katze’ einfach Namen fiir unterschiedliche Dinge sind, ist
eine wichtige Botschaft, die ankommen muss! Abzdhlen ist méglich und manchmal notwendig. Aber es ist

immer eine Notlésung, so lange man es noch nicht besser kann.

An Aufgaben wie in Abb. 2, bei denen im ganz kleinen Zahlbereich bis 5 der operativen Zusammenhang von
Addition, Subtraktion und Zerlegung genutzt werden kann, kdnnen die allermeisten Kinder sehr frith erfahren,
dass es ein Rechnen gibt, das nicht auf Zdhlprozesse angewiesen ist. Deshalb ist die Reduktion des Zahlraums
bei der nachfolgenden Einfiihrung der Addition ein wichtiger Kunstgriff, der hilft, dass auch schwachere
Schiiler hier nicht in ausschlieRlich abzdhlende Lésungsprozesse zurlickfallen. Gleichzeitig erwerben sie bei
solchen Aufgabenpackchen die Grundlagen dafiir, um den gréReren Zahlbereich bis etwa 24 auf der

Grundlage von 5er-Biindelungen handelnd zu erschlieRen.(RODLER 2016 a, S.116ff. und 2016 c)

3. Die Subtraktion beim Rechnen mit konkreten Fiinfern

Nach meiner Erfahrung ist es gut, friihzeitig in Abb. 3:
den zweistelligen Zahlbereich einzusteigen, weil
die Kinder diese Zahlen kennenlernen missen,
um sich dem Zehner-Einer-Konzept dieses
Zahlbereichs anzundhern. Da die Mehrzahl der
Kinder die dafiir notwendigen Grundlagen

(Kenntnis der Zahlen bis 100 als Voraussetzung

fiir ein Verstandnis des Zehners und gefestigtes

Wissen aller Zerlegungen bis 10/Vergl. RODLER

2016 a, S.76-78) aber in der 15. und auch in der : 2 g ks Sl
25. Woche der ersten Klasse noch nicht besitzen, w,
fihre ich die Kinder auf der Basis des Flinfers in i s il

diesen Zahlbereich ein. Als neues Rechenmittel,

13 -7=6




kommen 5er-Stangen hinzu, mit denen die Zahlen bis 24 spontan wahrnehmbar dargestellt werden kénnen
und mit denen klassische Aufgaben mit Zehneriibergang berechnet werden kdnnen, ohne dass ein

Zehneriibergang stattfindet. (Siehe Abb. 3, Vergl. RODLER 2016 a, S. 79 ff., 121 ff. und 2016 c)

Bei diesen Rechenhandlungen zeigt sich, dass die Subtraktion eine ganz neue Erfahrung erfordert. Wahrend

die Aufgabe 7-3= auf der
Abb. 3: Die Rechenhandlung von 7-3=4 auf unterschiedlichen 8
Abstraktionsstufen Ebene des Einzelelements

1. Am 20er-Rahmen (analoge Abbildung) keine Probleme macht

2. Mit Funferstange und Wiirfeln (konkrete Biindelung) (weshalb sie mit Fingern,

Perlenkette und
Rechenrahmen einfach zu
I6sen ist), zeigt sich bei der
Verwendung von
Flinferstangen ein Problem: Es
liegen nur zwei frei verfiigbare

Wiirfel da. Es kdnnen nur zwei

Wiirfel weggenommen
werden. (Abb.4) Ganz offensichtlich muss der dritte Wiirfel aus der Fiinferstange herausgeholt werden, was
nicht durch Umtauschen, sondern durch ,virtuelles Entbiindeln’ geschieht. Durch die Grenze der Flinferstange
entsteht ganz zwangslaufig ein Denken und Rechnen in Schritten wie wir es spater beim Zehneriibergang
brauchen. (,Zwei weg. Noch einer. Den hole ich aus der Fiinf raus. Bleiben Vier.”) Der Vorteil dieser ersten
Konfrontation mit einem Ubergangsprozess ist, dass er an der Fiinfergrenze und damit nahe an der
Wahrnehmungsgrenze stattfindet. Die moglichen Zerlegungen der Fiinf (2/3 und 1/4) haben protoquantitativ
wahrnehmbare Bausteine und sind daher auch schwacheren Schilern im Allgemeinen gut zugénglich. Die
Subtraktion mit Ubergang an der Fiinferstange eignet sich daher insbesondere in Inklusionsklassen zur
Einfiihrung in die Ubergangsproblematik. Die frithe Verwendung eines Biindelungsobjekts ist eine exzellente

Vorbereitung fur die spatere Einfihrung des Zehnerlibergangs, die strukturgleich durchgefiihrt wird.

4. Die Subtraktion zur Einfiihrung des Zehneriibergangs im 20er-Raum

Betrachtet man in Abb. 5 die Rechenhandlung der Addition 7+6=13 Abb.5>: 7+6+=13

im Blick auf die Einflhrung des Zehneriibergangs, so zeigt sich, dass
der Zehner als Struktur nicht sichtbar ist. Das Bedirfnis, erst hin zum
Zehner und dann dartiberhinaus zu rechnen, muss schon vorhanden

sein. Es drangt sich vom Material her nicht auf. Im Gegenteil!




Ist die Aufgabe mit Flinferstangen gelegt so ist es wie viel

einfacher, wie in Abb. 3 gezeigt, die Flinfer Abb.6: 13-5= mit Bindelungsobjekt

zusammenzufassen, so dass die Zehn ohne Ubergang

entsteht. Bleibt man aber in Einer-Zehner-Logik so ist es |

SSSS— =10??
fiir ein Kind, das noch keine Zehnerorientierung hat, 13-5=10?:
naheliegender, die einzelnen Wiirfel zum Ab- oder '

|
Weiterzdhlen zu nutzen. .

Bei der Subtraktion zeigt sich dagegen, zumindest, wenn

man mit konkreten Blindelungsobjekten rechnet, ein

ganz anderes Bild (Abb.6): Bei der Aufgabe 13 — 5= sind 13-5=10-2=8

nur drei Wirfel frei verfligbar. Anders als zum Beispiel an

einer Perlenkette oder dem Rechenrahmen, kénnen
keine 5 Einzelelemente weggenommen werden. Die 10er-Stange, setzt wie oben schon die 5er-Stange eine
deutliche Grenze, die nicht didaktisch vermittelt werden muss, sondern auf die das Kind zwangslaufig stof3t.
Wenn man bei den Einstiegsaufgaben aulRerdem darauf achtet, dass nur ein oder zwei Wiirfel fehlen, so ist es
auch fur das noch an der Zahlreihe orientierte Kind natirlich, die Schritte des Zehneriibergangs zu denken,
auch wenn es diese beiden Schritte vielleicht noch zahlend aufspirt. (1,2,3, da fehlen zwei Wiirfel. Die

missen von der Zehn weg. 9,8.)

Das Rechnen auf der Abstraktionsstufe ,konkrete Biindelung’ (RODLER 2006, S.??) erzwingt das Denken im

Blick auf den Zehneriibergang. Alles, worauf noch zu achten und was noch auszubauen ist, das ist das
Zerlegungswissen bis 10, damit die Rechenschritte zunehmend auf der Grundlage von Zahlbausteinen statt

zdhlend gefunden werden.

Dieses Zerlegungswissen betrifft zum einen die Zehnerpartner. Hier ist es unterstiitzend, wenn auf der
Zehnerstange die Flinferlinie markiert ist. Dadurch kénnen beim ,virtuellen Entbiindeln’ die Zehnerpartner
quasi gesehen werden. Da sich auf der rechten Seite nach dem Abdecken eine Zahl aus dem
protoquantitativen Bereich zeigt (1/4, 2/3) und da die nach dem Fuinfer gegliederten Zahlen bis Zehn (5/1-6,
5/2-7,5/3-8, 5/4-9) aus dem vorangegangenen Rechnen auf Flinferbasis bekannt sind, werden die

Zehnerpartner bestandig visuell wahrnehmbar angeboten und dadurch wiederholt.

Abb. 7 Lésungshilfe bei
Hat ein Kind noch nicht die Fahigkeit, die Losung auf dieser Grundlage mangelndem Zerlegungswissen

zu bestimmen, so kann es dennoch an der gemeinsamen Einfiihrung
teilnehmen, wenn man ihm oberhalb des Rechenteppichs eine mit
Flinferstange und 5 Einzelwiirfeln gelegte Zehn hinlegt (Abb.7), so dass

es den Entblindelungsvorgang ohne Umtauschprozess stellvertretend

dort vollziehen kann. Ist es auch dazu noch nicht in de Lage, hilft eine



Losungstabelle, auf welcher das Kind den Zehnerpartner nachschauen kann. Auch das kognitiv sehr

eingeschrankte Kind soll verstehen, dass die Losung in Schritten und nicht zahlend aufgefunden werden kann.

Zur Loslésung vom Material und zur Vorbereitung der Addition, wird es wichtig, dass dieses Rechnen in
Ubergangsschritten bei allen Aufgaben mit Zehneriibergang gelingt. Die Voraussetzung hierfiir ist, dass alle
()Zerlegungen bis zur 10 hinreichend gut beherrscht werden. Das erfordert in der Vorbereitung des

Zehneriibergangs ein intensives und systematisches Zerlegungstraining. (Kopiervorlagen in RODLER 2016 c)

5. Notationen des Zehneriibergangs bei der Subtraktion

Sind die Zerlegungen hinreichend gelibt, so findet die Ablésung von der Rechenhandlung dadurch statt, dass
der Handlungsvorgang mit den Zeichen der Mathematik aufgeschrieben wird. Betrachtet man sich das
Handlungsgeschehen, so wird im ersten Schritt wie oben abgebildet die ,3* aus der 13 heraus gel6st, wobei
die Zehnerstange Ubrig bleibt. Damit entsteht zunachst die falsche, weil noch unvollstandige Gleichung 13-
5=10. Im zweiten Schritt der Rechenhandlung werden die fehlenden beiden Wiirfel aus der Zehn
herausgeholt, wodurch sich die richtige, weil nun vollstandige Notation ergibt: 13-5=10-2=8 Die ,10’
beschreibt dabei die Zwischenldésung und die ,-2° macht deutlich, dass noch etwas zu tun ist, um die Losung zu
finden. Das Minuszeichen ist im wahrsten Sinne des Wortes ein Operationszeichen, das auf eine noch

auszufiihrende Handlung hinweist.

Dieser besondere Aspekt des Minuszeichens wird noch deutlicher, wenn man die gleiche Logik im zweiten
Schuljahr beim halbschriftlichen Rechnen anwendet. Dann ermdglicht diese Interpretation eine einheitliche

Notationsform bei der Addition und Subtraktion zweistelliger Zahlen. (Siehe Kasten) Das Minuszeichen bei der

letzten Aufgabe ist hier ausdriicklich nicht - : : . ;
Abb.8: Halbschriftliche Notation bei Addition und Subtraktion

als Vorzeichen zu lesen, sondern als

Handlungsanweisung. (,,Zwei fehlen. Ich 26+23=79 56+28=84 56-23=33 56-28=18

muss noch zwei wegnehmen (-2). Die hole 50+20=70 50+20=70 50-20=30 50-30=20

ich aus der 20, die ich noch habe.”) 6+ 3= 9 6+ 8=14 6-— 3= 3 6— 8=-2

Ist das Denken im Blick auf die Zehn als Grenze aufgebaut und ist das Rechnen durch die, der Rechenhandlung
nachempfundene Notation gesichert, so ist der richtige Zeitpunkt gekommen, eine zweite Notationsform
einzufiihren, die im weiteren Verlauf des Rechenlehrgangs von Bedeutung ist: Der Rechenstrich. (Siehe

RODLER 2016 a, S.142ff. und S.156ff.)

Der Rechenstrich interpretiert die Zahlen nicht mehr kardinal, sondern ordinal. Seine Einfiihrung ist daher erst
dann zweckmaRig, wenn er nicht mehr aus dem Zahlenstrahl abgeleitet werden muss, also nicht mehr an das

Denken in Zahlwortreihen gekoppelt verstanden werden kann. Das wiederum setzt voraus, dass Zahlen



strukturiert im Blick auf Flinfer- und Zehnergrenzen vertraut eingeordnet werden kénnen. Es bedarf eines
dezimal aufgebauten Zahlkonzepts, um den Rechenstrich als Denkhilfe(!), als ,Stlitze beim Kopfrechnen’
(SCHIPPER/RADDATZ 1999, u.a. S.85, vergl. RODLER 2016 a, S.91f.) nutzen zu kénnen und nicht als weiteres zu

erlernendes Verfahren.

Ist der Rechenstrich bei der Subtraktion eingefiihrt, so ist es naheliegend die Gegenoperation der Addition in
den bereits kennengelernten Schritten zu vollziehen, nur dass sich die Reihenfolge der Schritte umkehrt. (Erst
zum Zehner ergdnzen, dann die noch zu ergdnzenden Einer zufligen.) Ein Vorteil des Rechenstrichs besteht
genau darin, dass man sich in beide Richtungen gleichermaRen bewegen kann, dass also die Symmetrie der

Bewegung von Addition und Subtraktion als Gegenbewegung hier augenscheinlich ist.

Abb.9: Addition und Subtraktion als gegenléufige Bewegungen auf dem Rechenstrich

14-6=8 -2 -4 8+6=14 +2 +4
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