Mathematik im Unterricht Band 12, 2021

Keine Angst vor grofRen Zahlen!

Inklusiver Arithmetik-Unterricht im 3. Schuljahr

Klaus Rodler

Zusammenfassung. ,Mathe inklusiv - Rechnen durch Handeln' ist eine in der Unterrichtspraxis mit Inklusionsklassen und
extrem heterogenen Gruppen gewachsene didaktische Alternative zu den bekannten Rechenlehrgéngen, die den An-
spruch erhebt, auch jenen 20% eine Chance zum versténdigen Rechnen zu bieten, welche in Vergleichsstudien als schwa-
che Rechner auffallig sind.” Der von der Kulturgeschichte inspirierte Ansatz nutzt die Stufen der kulturgeschichtlichen
Zahlentwicklung flr ein ,Rechnen auf unterschiedlichem Abstraktionsniveau‘. Diese didaktische Umorientierung fordert die
Unterscheidung zwischen Darstellungsmittel und Rechenmittel und systematisiert beide beziiglich struktureller Ahnlichkei-
ten und Unterschiede, was zu einem praziseren und effektiveren Einsatz im Unterricht fihrt. Der gezielte Wechsel des
Abstraktionsniveaus erlaubt es, den Ubergang in den Bereich der vierstelligen Zahlen im 3. Schuljahr handlungsbasiert
und im Sinne Feusers (2013) inklusiv zu gestalten. Das Rechnen mit ,konkreten Zahlen* zeigt die operativen Prozesse der
Grundrechenarten und macht die Veradnderungsprozesse der beteiligten Zahlen auf den unterschiedlichen Wertebenen
auch in diesem gréRReren Zahlenraum sichtbar. Dies erlaubt, dass alle Kinder in einem gemeinsamen Unterricht an den
gleichen Aufgaben lernen und arbeiten. Die verschiedenen Rechenhandlungen und deren Ubersetzung in Formen der
Notation tben die fir flexibles und verstandiges Rechnen notwendigen basalen Grundlagen des Rechnens. Auflerdem
schafft dieses Vorgehen die Méglichkeit, noch vorhandene Schwachen innerhalb des allgemeinen Unterrichts gezielt zu
trainieren. Aussondernde FérdermalRnahmen neben dem Unterricht werden damit weitgehend tberflissig.

Einleitung

Drei Gewissheiten zeichnen die fachdidaktische Literatur zur Arithmetik der ersten vier Schuljahre und zur
Forderung von Kindern mit besonderen Schwierigkeiten beim Rechnen aus: Erstens ist der Aufbau von kardi-
nalem Zahl- und Operationsverstandnis eine Aufgabe des kleinen Zahlenraumes. In héheren Schuljahren
sichtbar werdende Liicken missen durch wiederholenden Ruickgriff auf den kleinen Zahlenraum bis 20 und
bis 100 nachbearbeitet werden. Nirgends (Radatz/Schipper, 1983; Milz, 1999; Lenart et al. (Hrsg.), 2003; Lo-
renz, 2003; Krauthausen/Scherer, 2008; Lorenz/Radatz, 2008; Fritz et al. (Hrsg.), 2009; Padberg/Benz, 2011;
Kappnick, 2014; Gaidoschik, 2015; Lambert, 2015; Hasel-Weide/NUhrenbdrger (Hrsg.), 2017; Lorenz, 2017)
finden sich Hinweise, wie die notwendigen Kenntnisse des kleinen Zahlenraumes durch die Arbeit im grol3en
Zahlenraum selbst () gewonnen werden kénnen. Zweitens muss das flr verstandiges und flexibles Rechnen
notwendige Strukturwissen durch Veranschaulichung sichtbar und kommunizierbar gemacht werden. Kinder
mussen Uber Reflexionsprozesse zu diesem Strukturwissen hingefiihrt werden und wo das nicht gelingt, ist
entsprechende Einzelférderung notwendig. (Lorenz/Radatz, 1993, S. 175; Gaidoschik, 2002; S. 132, Schipper,
2003; Lorenz, 2003, S. 99, Scherer/Moser Opitz, 2012, S. 114, Gaidoschik et al., 2021, S.10-13) Drittens
geschieht der Ubergang in den Tausenderbereich wesentlich auf der Basis von Analogien: Der nach Einern
und Zehnern gegliederte zweistellige Zahlenraum bis Hundert wird strukturgleich durch Hunderter erganzt und
so bis auf Tausend erweitert. Entsprechend werden die bereits vorher verwendeten Darstellungsmittel — mog-
lichst strukturgleich — angepasst (Padberg//Benz, 2011; Scherer/Moser Opitz, 2012, S. 85, Schipper et al.,

' Die Vergleichsstudien TIMSS, PISA und IGLU zeigen, dass bei etwa 20% der deutschen Schiilerlnnen die mathemati-
schen Kompetenzen so niedrig sind, dass sie grof3e Probleme bei der Bewaltigung mathematischer Anforderungen in der
Schule und im spateren Berufsleben zu erwarten haben.” (PikAS, 2021, Folie 25; Scherer/Moser Opitz, 2012, S. 2) Insbe-
sondere der Bereich ,Zahlen und Operationen wurde bei VERA 2008 ,weniger erfolgreich® bearbeitet als die anderen
Uberpriften Bereiche (Scherer/Moser Opitz, S. 5f). Auch, wenn solche Aussagen wenig Uber die Natur der Rechenschwie-
rigkeiten selbst aussagen (vgl. Meyerhofer, 2004; Kwapis et al., 2018), so zeigen sie doch, dass die Grundschule im
Bereich der Arithmetik nicht alle Kinder erreicht.
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2017, S. 65f; Wittmann/Mdller, 2018), was sich auch in Schulblichern des 3. Schuljahres zeigt?. ,Wie gering
oder wie grof3 die Schwierigkeiten der Kinder beim Additiven Rechnen im Zahlenraum bis 1000 sind, hangt
vor allem davon ab, wie erfolgreich sie im 2. Schuljahr gelernt haben, Additions- und Subtraktionsaufgaben zu
I6sen. Denn im erweiterten Zahlenraum werden nur Rechenstrategien benétigt, die schon im 2. Schuljahr
Gegenstand des Unterrichts gewesen sein sollten.” (Schipper et al., 2017, S. 63) Der gro3e Zahlenraum
scheint das Kleine nur aufzublasen. Wer sich im Kleinen auskennt, so die Grundthese, kommt im Grof3en
zurecht.

Ganz abgesehen davon, dass ein wesentliches Problem darin besteht, die Kinder dahin zu bringen, dass sie
sich ,im Kleinen auskennen‘' (Mosandl/Sprenger, 2017; Schipper, 2011, S. 78ff): Dass an der dritten Grund-
these etwas nicht stimmen kann, wird daran deutlich, dass manche Kinder erst spat, im grof3en Zahlenraum,
auffallig werden, wenn sich namlich eine ,verstérkte Orientierungslosigkeit® (Gaidoschik, 2015, S. 49) breit-
macht. Offensichtlich kann man etwas im Kleinen auf eine Weise beherrschen, die dem GrofRen nicht dienlich
ist. Und mehr als das: Offensichtlich gilt es im GroRen Dinge zu verstehen, die im Kleinen als Problem noch
gar nicht sichtbar waren. Rechnen lernen erfordert, sein inneres Zahlkonzept zu entwickeln! Das bedeutet,
Erkenntnishdrden (Rddler, 2020; vgl. Meyerhofer, 2011) zu nehmen, von denen einige wie das ,Teile-Ganzes-
Prinzip‘ bereits im kleinen Zahlenraum zuganglich sind. Andere, wie der ,reversible Zehner*, benétigen dage-
gen den gesamten zweistelligen Zahlenraum. Und dessen Weiterentwicklung, die ,Idee der Bindelung, bzw.
das Konzept ,reversibler Wertebenen‘ wird erst im vierstelligen Zahlenraum sichtbar, wenn sich der dezimale
Blindelungsprozess rekursiv wiederholt. Hier einfach vom Zehner-Biindeln zum Hunderter-Biindeln tberzu-
gehen, greift zu kurz. Die Tausend erscheint, wie vorher die Hundert, eher als Grenze, denn als neue, weiter-
fihrende Einheit. AuRerdem lassen sich die Rechenhandlungen im dreistelligen Zahlenraum auf der Ebene
konkreter Biindelungen handhabbar durchfiihren. Es gibt daher keinen zwingenden Grund zur Akkommoda-
tion eines noch an konkreten Objekten orientierten Zahlkonzepts. Erst die Erfahrung nicht mehr nur ,grof3er
Zahlen’, sondern ,immer gréRer werdender Zahlen‘ schafft die Grundlage dafirr, dass es Sinn gibt, sich auf
abstrakte, nur noch symbolisch reprasentierte, Zahlen einzulassen. Deswegen ist die Begrenzung der Zahl-
raumerweiterung auf den Bereich ,bis Tausend’ statt ,bis zu den Tausendern‘ ein fachdidaktischer Fehler.3

Umgekehrt sehen wir, dass ein Teil der im zweistelligen Zahlenraum kardinal denkenden und flexibel rech-
nenden Kinder mit der Einfiihrung der schriftichen Rechenverfahren ins schematische Rechnen zuriickfallt.
Sie nutzen jetzt die Vorteile unseres Stellenwertsystems fiir das Rechnen mit Ziffern und I6sen sich vom bis
dahin dominierenden Bezugspunkt der kardinalen Wertebenen. (Vgl. Padberg/Benz, 207f, 219ff) Auch ihnen
fehlt offensichtlich die Briicke, welche die kardinalen Bausteine der stellenwertigen Zahlen beim Aufbau in den
vierstelligen Zahlenraum bedeutsam und lebendig erhalt. Diese Brlicke bestand kulturhistorisch in einer Zahl-
schrift, welche die kardinalen Bausteine der Zahl in ihrer Unterschiedlichkeit markant zeigte und in Rechen-
verfahren, welche als materielle Manipulationen dieser ,konkreten Zahlen* ausgefiihrt wurden. Beides eint un-
terschiedlichste Hochkulturen Uber viele Jahrtausende: von den Sumerern bis zu den Griechen und Rémern
ebenso wie asiatische Kulturen und siidamerikanische (lfrah, 1987; Menninger, 1979). Die Widerstande, auf
die die Zahlschrift des Stellenwertsystems in Europa iber Jahrhunderte traf, belegen ebenfalls, dass kardina-
les Denken sehr fest verankert sein muss, damit es sich in einer auf Ziffern basierenden Zahlschrift wiederfin-
det. So schreibt Menninger (1958b, S. 104): ,Steht eine Sache auch noch so dicht vor ihrer Ausprégung, so
vermag nur die geistige Bereitschaft fiir sie, nicht ihr bloRer Besitz, sie zur vélligen Reife zu entwickeln. Ein
ausgeprégtes Beispiel ist eben gerade die Stellenordnung der Zahlschrift”. Es ist daher naheliegend, der die-
sen Schritt kulturhistorisch fundierenden Epoche und ihrem Zahlverstandnis didaktisch mehr Aufmerksamkeit
zu schenken und den Kindern im Unterricht die Mdglichkeit zu geben, die wichtigen Vorlauferstadien der Zah-
lentwicklung kennenzulernen, in denen unser Stellenwertsystem wurzelt.

2 Das Hunderterfeld wird zum Tausenderstreifen, die 100er-Tafel zum 1000er-Buch, der 100er-zum 1000er-Zahlenstrahl,
der 100er- zum 1000er-,Riesenrechenrahmen* (Schipper et al., 2017, S.57), beim Dienes-Material wird die 100er-Platte
zum 1000er-Wirfel und in der Stellenwerttafel werden links entsprechende Spalten mit H und T angefiigt (Einstern, 2016;
Zahlenbuch, 2017; Jojo, 2019; Welt der Zahl, 2019; Flex und Flo 2021; Denken und Rechnen, 2021).

3 Dies gilt umso mehr, als der weitere Zahlaufbau zur Million ja Tausender gruppiert (17.000/siebzehntausend), also die
Idee des Tausenders als neuer Einheit voraussetzt (Vgl. dazu: Wittmann/Miiller, 2018, S. 13f sowie hier im Aufsatz S. 4f
zum Thema ,Sprechweise grof3er Zahlworter'). Daher ist es wichtig, den Tausender als Einheit im 3. Schuljahr aufzubauen,
damit bei der weiteren Zahlraumerweiterung an diesen angeknupft werden kann.
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Der nachfolgende Text beschreibt nach einer kurzen kulturhistorischen Einfiihrung die Ubersetzung in ein
didaktisches Konzept fur das dritte Schuljahr. Es wird gezeigt, wie die Dimension grol3er Zahlen erfahrbar
gemacht wird und wie die so gefundenen Wertebenen in handhabbare Objekte Ubersetzt werden. Auf wech-
selndem Abstraktionsniveau entstehen ,konkrete Zahlen’, die beim Rechnen als ,Rechenmittel’ Verwendung
finden. Ein Exkurs wird den Unterschied zwischen Rechenmittel und Darstellungsmittel erlautern und beschrei-
ben, warum es wichtig ist, auf die Abstraktionsstufe einer Materialisierung zu achten und diese gezielt zu
wechseln! Es wird skizziert, wie Notationen aus den Rechenhandlungen abgeleitet werden kdénnen, was es
ermoglicht, dass sie als ,vorgestellte Rechenhandlung’ die Briicke zum flexiblen Kopfrechnen und zur verstan-
digen Nutzung der schriftlichen Verfahren bilden. Abschlie3end wird angedeutet, wie die Rechenhandlungen
im grof3en Zahlenraum es zugleich (!) erlauben, férdernd im kleinen Zahlenraum zu wirken und eine ausson-
dernde Férderung Uberflissig machen.

Die Grundlagen des Stellenwertsystems aus kulturhistorischer Sicht

LAus alledem entnehmen wir, dass das friihe Mittelalter die neue Zahlschrift nicht vom Gedanken der Stellenordnung
her, sondern zunéchst einmal als neue Schrift ,von aulRen’ ibernahm. Die Ziffern sind nur Abkirzungen fiir eine ge-
wisse Anzahl.” (Menninger, 1958b, S. 241)

Die Kulturgeschichte der Zahl zeigt, dass sich der Zahlbegriff in Stufen entwickelt hat: analoge Abbildung
(Einzelelemente werden analog zugeordnet.), konkrete Biindelung (hier reprasentiert ein groBeres Blnde-
lungsobjekt materiell eine bestimmte Anzahl kleinerer Objekte, was vor allem bei der Entwicklung der Malle
bedeutsam war), symbolische Biindelung (Objekten oder Zeichen wird ein bestimmter Wert durch eine Kon-
vention zugeschrieben), konkretes Stellenwertsystem (auf dem Rechenbrett, auf Linien oder auf einem Kugel-
rahmen bekommen Positionen, also Stellen, Werte zugeschrieben; gerechnet wird mit materiellen Ziffern, die
ihren Wert Uber die Position erhalten), abstraktes Stellenwertsystem (die Ziffern werden nicht mehr materiell,
sondern nur noch als Zeichen dargestellt)*.

Wir kénnen deutlich erkennen, wie sich auf der Basis anfanglich im Zahlvorgang durch Kerben oder Zahige-
genstande materiell geschaffener konkreter Zahlen das Bewusstsein fiir deren noch unmittelbar sichtbare kar-
dinale Qualitat so weit verwurzelt, dass Abstraktionen moglich werden, die fiir diese kardinale Qualitat stehen.
Erste Zahlworte bezeichnen die sichtbaren Unterschiede, weshalb abstrakte Zahlworter, also solche, die sich
nicht mehr auf eine bestimmte gezahlte Realitat beziehen, zunachst im ganz kleinen Zahlenraum bis héchs-
tens Vier entstehen oder mit einem Wort fur ,viele’ abgegrenzt werden. Erste Zahlzeichenvariationen bilden
sich auf der Grundlage dieser Wahrnehmungsgrenze, indem etwa der fiinfte Strich auf dem Kerbholz schrag
gekerbt wird. So werden Flnfer und Zehner als Struktur bedeutsam. Beide erlauben es, auch grofiere Quan-
titdten spontan zu unterscheiden, was die Grundlage daflr ist, dass man auch fir diese gréReren Zahlen
Zahlworter bildet. Urspriinglich zur Strukturierung geschaffene Zeichen wie V und X I6sen sich aus dieser
Funktion heraus und werden zu Stellvertretern fiir die gesamte kardinale Struktur. Es braucht keiner IIVIIIXII
mehr, um die Xll zu bezeichnen. Zahlworte Ubersetzen diese und andere kardinale Strukturierungen.®

Dieses Konzept der kardinalen Blndelung, also der Zusammenfassung von Einheiten zu einem Ganzen, er-
laubt es, grofiere Zahlen in Wortern und Zahlzeichen als aus solchen Teilbausteinen gebaut, zu benennen
und darzustellen. Der dezimale Aufbau durch die Erschaffung von Zehner, Hunderter und Tausender ist dabei
zunachst nur eine Variante unter anderen. In afrikanischen Sprachen zeigen sich noch heute die friihere Struk-
turierung nach Vier, Funf oder Sechs (Zaslavski, 1999, S. 39ff). In den meisten europaischen Sprachen wird
die Zwolf als alte Wurzel sichtbar, denn wir beginnen erst danach mit der den Zehner explizit benennenden
Sprechweise. Und das hat Folgen: Die Tatsache, dass wir im Deutschen zwar zwdlfhundert Euro abheben

4 Rodler, 20063, S. 53-70, 2011, 2020; Ifrah, 1987.

5 Siehe Menninger, 1979; Ifrah, 1987. So geht ,Acht’ auf eine Verdopplung der ,Vier zuriick, was ein Beleg fiir diese friihe
Zahlgrenze ist (Menninger, 1958a; S. 33ff, S. 127ff; Zaslavski, 1999, S. 46). EIf und Zwdlf wiesen urspringlich mit ,Eins-
/Zwei-mehr-als-Zehn auf die Bedeutung der Zehnergrenze hin (Menninger1958a, S. 95). Hundert ist ursprunglich eine
Verbalisierung der zehnmal wiederholten Zehnerbiindelung und tausend ein ,Vielhundert* (Menninger, 1958a, S. 137ff).
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kénnen oder auch dreizehnhundert oder siebzehnhundert, aber nicht dreiundzwanzighundert Euro oder sie-
benundsechzighundert, zeigt deutlich, dass die Zahlen des gesamten zweiten Zehners noch stark als Ganz-
heiten empfunden werden und dass erst oberhalb der Zwanzig die Zehner-Einer-Gliederung so weit im Vor-
dergrund steht, dass der strikt dezimal begriindete Aufbau unserer Zahlen an den Zahlwértern empfunden
werden kann.®

Im Blick auf die kulturgeschichtlichen Wurzeln unseres Stellenwertsystems ist es von zentraler Bedeutung,
dass vor gut 6.000 Jahren im Nahen Osten der Schritt zu dezimalen Blindelungsobjekten gemacht wurde
(Abb.1).

1 10 100 | 1.000

Abb. 1: Gegenstande mit dezimalem Wertaufbau (nach: Ifrah 1987, S. 119)

Handelnd durchgeflihrte Biindelungen wurden durch gegenstandliche Objekte mit symbolischem Wert ersetzt.
Zahlzeichen fir diese Wertebenen entstanden zunachst dadurch, dass man die Gegenstande in Ton drickte
und so unterschiedliche Abdriicke erzeugte. Spater entwickelten die Sumerer eine Zeichenschrift, welche die-
ses Konzept der aus Elementen der Wertebenen gebauten Zahl aufgriff und in dezimal (Zehn, Hundert, Tau-
send) aufgebaute Zeichen Ubersetzte (Ifrah, 1987, 205ff). Diese dezimale Interpretation war aber der Statistik
von Abzahlbarem (Rinder, Menschen, usw.) vorbehalten. Die gleichen Zeichen wurden nach dem 60er-Sys-
tem (Zehn, Sechzig, Sechshundert, Dreitausendsechshundert) interpretiert, sobald es (wie etwa bei Wein oder
Getreide) um MaRe ging.”

Es ist wichtig festzuhalten, dass dieser Typus einer Zahlschrift, der die analoge Mengendarstellung abldste,
Uber mehr als sechs Jahrtausende pragend blieb: Die agyptischen Zahlzeichen zeigen ebenso wie die akro-
phonischen Zahlzeichen der Griechen, die altrémischen Zahlzeichen und auch die uns vertrauteren ,rdmischen
Zahlen® des Mittelalters die gleiche Grundidee: Die Wertebenen werden durch Symbole dargestellt und die
Gesamtzahl wird aus diesen Bausteinen analog nachgebaut. Unsere Jahreszahl 2021 etwa ware im Mittelalter
aus den beiden Tausendern, zwei Zehnern und einer Eins als MMXXI geschrieben worden und im antiken
Griechenland als XX 80 1.8 Auch die chinesischen Zahlzeichen zeigen additiv die Bausteine der einzelnen
Wertebenen. Allerdings wird der Gesamtwert einer Ebene nicht durch Reihung des gleichen Zeichens erzeugt,
sondern multiplikativ. 2021 wird daher geschrieben als —{Ff =5 — (2-1.000 + 2- 10 + 1). Wir sehen, wie
machtvoll diese Zahl-Schreibweise ist, die ich ihrer Abstraktion nach auf der Stufe ,symbolische Biindelung*

6 Dass diese Uberlieferten Sprechweisen ihre gravierenden didaktischen Folgen haben, zeigt sich darin, dass Kinder aus
Sprachen, welche den Zehnereinschnitt mit ,Einszehn, Zweizehn' schon beim Ubergang zum zweiten Zehner markieren,
wesentlich weniger Schwierigkeiten beim Erkennen des dezimalen Aufbaus unserer Stellenwertzahlen haben. (FUSON,
1988, S. 34-44) Es bedarf eines Mindestmales an ungestort wiederkehrender Regularitat, um die Gliederung des zwei-
stelligen Zahlenraumes nach Zehnern und Einern zu erkennen (Yang, 2016, S. 67) und die Zahl nicht als Ganzheit zu
lesen. Aus diesem Grund sollte der zweistellige Zahlenraum vollstandig aufgebaut sein, bevor (/) man zum Zehneruber-
gang kommt (Rddler, 2015, 2016, 2020. vgl. Gaidoschik, 2003, S. 136ff).

7 Vgl.: Damerov/Schmidt, 2004, S. 155ff. Friihe Strukturen bauten auf der 12 oder 60 auf, da diese Basen den Vorteil
hatten, dass sich wichtige Teiler wie 1/2, 1/3, 1/4 und 1/6 (und bei der 60 auch 1/5, 1/10, 1/12, 1/15, 1/20, 1/30), ohne Rest
bilden lieBen (Siehe dazu auch: Menninger, 1958a, S. 164ff).

8 Die rémischen Zahlen ergénzten (wie die akrophonischen Zahlen der Griechen) die noch bei den Agyptern sichtbare
reine Zehnergliederung durch zuséatzliche Finferelemente, was es erlaubte, von einem flachig in Mustern geschriebenen
Zahlzeichen zu einem linearen, zum Schreiben in Linien passenden Zeichen, (iberzugehen. Spater wurde die rein additive
Grundkonzeption durch eine subtraktive Komponente erganzt, um mit Bausteinen wie IV, IX, XL, XC, CD und CM zu
verhindern, dass vier gleiche Elemente geschrieben werden mussten, was zu unnétig langen Zahlzeichen fiihrte. Diese
neuen Bausteine wurden aber wieder entsprechend der Grundkonzeption additiv zusammengefiigt (1494: MCDXCIV)
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ansiedele, da sie — anders als unser Stellenwertsystem — die Blindelungsstufen oder Wertebenen in unter-
schiedlichen Symbolen sichtbar macht, wahrend unser Stellenwertsystem diese in der Position verschlisselt.
Der deutliche Unterschied zeigt sich einmal darin, dass die gleichférmigen Ziffern in der Stellenwertzahl das
alleinig Sichtbare sind und daher leicht als Zahlen missdeutet werden kénnen. Er zeigt sich zweitens in der
deshalb notwendigen Einfihrung der Null, die als Zeichen fur nicht vorhandene Wertebenen eingefligt werden
muss.

Mit symbolischen Wertebenen aufgeschriebene Zahlen sind offensichtlich besonders gut verstandlich. Auch
unsere Zahlwérter sind aus diesem Grund diesem Zahlkonzept nachgebildet! Die iblich gewordene Stellen-
schreibweise wurde in der Sprache nicht (1) aufgegriffen: 13.425.806 ist z. B. sprachlich strukturiert nach 13
Millionen, 425 Tausend, 8 Hundert und 6. Dreizehn und Vierhundertfiinfundzwanzig haben dabei die Form
ganzheitlicher Faktoren in der Logik der chinesischen Zahlenschrift. Wir dekodieren die Zahl verbal eben nicht
nach den dezimalen Wertebenen ZM, M, HT, ZT, T, H, Z, E, wie es die Stellenwerttafel nahelegt. Geschweige
denn, dass wir sie durch eine Ziffernsprechweise wie Eins-Drei, Vier-Zwei-Funf, Acht-Null-Sechs in Worte
fassen. An unserer Sprache merken wir, wie hilfreich und wichtig es ist, dass gliedernde Wertebenen oder
»,Rangschwellen” (Menninger, 1958a, S. 136ff) kardinal benannt und damit in ihrer kardinalen Bedeutung sicht-
bar gemacht werden. Zahlzeichen und konkrete Zahlen auf der Abstraktionsstufe 'symbolische Biindelung'
bilden durch ihre der Sprache analoge Struktur eine starke Bruicke. Sie helfen, dass alle (!) Kinder ihr Denken
in werthaltigen Wertebenen auch beim Operieren mit gro3en Zahlen aufrechterhalten und weiterentwickeln.

Zahlzeichen auf der Stufe der symbolischen Blindelung haben einen Nachteil: Man kann mit ihnen nicht wirk-
lich gut rechnen. Man sieht das an den rémischen Zahlen. Entsprechend wurden sie zwar zur Notation ver-
wendet, nicht aber zum Rechnen. Rechnen blieb ein Handlungsvorgang, bei dem die sprachlich benannten
Wertebenen materiell dargestellt und manipuliert werden konnten. Auf dieser Ebene, der Handlungsebene,
entwickelte sich friih die Konzeption des Stellenwertes. Rechenbrett und Stellenwert-Kugelrahmen erlaubten
es, die Operationen des Zusammenfiigens, Wegnehmens und Umtauschens mit Einheitselementen analog
den lebensweltlichen Vorstellungen handelnd durchzufiihren.® Doch, obwohl die Idee des Stellenwertes in der
Handlung bekannt war, wurde sie nicht in entsprechende Schriftzeichen (geschweige denn in die Sprache)
Uibersetzt. Nicht einmal, als diese Option der indisch-arabischen Zahlschrift in Europa bekannt wurde. Uber
Jahrtausende verharrte die Schrift auf der Stufe der symbolischen Blindelung, weil diese dem inneren Konzept
der kardinalen Zahl besser entsprach, welches nur das benannte, was vorhanden war. So wenig, wie auf dem
Abakus oder dem Soroban eine ,Null* gelegt bzw. geschoben werden musste oder im Zahlwort vorkam, so
wenig musste sie in der Schrift aufgeschrieben werden.°

Ich habe diesen Aspekt der kulturhistorischen Zahlkonzeptentwicklung so ausfuhrlich beschrieben, weil er
deutlich macht, welche Hohe die Hirde hat, die unser Stellenwertkonzept dem Lernenden bietet. Es ist aus
meiner Sicht ein Kardinalfehler der aktuellen Rechendidaktik, dies zu unterschatzen und Stellenwertverstand-
nis vor allem auf Grundlage der Analogie der Vorgange zum Rechnen im Zahlenraum bis 10, 20 und 100
sowie durch Ubungen mit der Stellenwerttafel zu verankern.'! Ich habe ihn auch deshalb so breit dargestellt,

9 Die Rechensteine auf dem Brett oder den Linien hieRen ,calculi‘ (griechisch ,Steinchen’), woraus sich unser Wort kalku-
lieren* und auch ,Dyskalkulie’ als Unfahigkeit des Rechnens ableitet.

10 Zu den kulturgeschichtlichen Problemen rund um die Null, siehe Menninger, 1958b, S. 213ff. Zu den daraus resultieren-
den Verstandnisproblemen, siehe Kornmann et al., 1999.

1 Wir kdnnen uns die Probleme einer abstrakten Stellenwertschrift klarmachen, wenn wir etwa versuchen mit in Stellen-
werten geschriebenen Dualzahlen zu rechnen. Zum Beispiel 1010 : 10=. Wenn wir die Zahl auf ein im Dualsystem konzi-
piertes Rechenbrett legen, kdnnen wir schematisch so rechnen, dass wir alles eine Stelle nach rechts schieben. Wir kon-
nen uns auch merken, dass man (wie beim Teilen durch 10) einfach ,eine Null weglassen' muss, um die richtige Lésung
10l zu erhalten. Aber so lange wir die Zahl nicht fur uns verstandlich kardinal benennen, bleibt dieses Rechnen zwangslaufig
schematisch. Geben wir aber den Wertebenen Namen (von hinten: Eins, Zwei, Vier, Acht) und benennen die Aufgabe in
der Logik unserer Sprache als aus diesen Wertebenen gebaut (also: Acht-Zwei geteilt durch Zwei. Die Nullen werden nicht
benannt!!), so erkennen wir sofort die Losung Vier-Eins, die mit 10l als ,eine Vier, keine Zwei, eine Eins® im Stellenwert-
system notiert wird. Das zeigt, wie wichtig es ist, unsere Stellenwertzahlen zunachst einmal als Notationen zu verstehen,
daraus aber nicht automatisch zu schlieflen, dass der Rechenprozess selbst auf dieser Grundlage erfolgt.
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weil er zugleich auf eine didaktische Alternative verweist, namlich auf die vorausgehende Abstraktionsstufe:
symbolische Blndelung.

Es ist wichtig, den groRen Zahlenraum nicht unter Verwendung von Analogien und der strukturgleichen Ver-
anschaulichung auf der Ebene der Stellenwertzahl zu 6ffnen, sondern die kulturhistorisch vorangehenden re-
levanten Stufen — analoge Abbildung, konkrete Biindelung und vor allem symbolische Blindelung — zu nutzen,
um auf dieser Grundlage Zahlen und Rechenvorgange kennenzulernen. Es geht um einen Abstraktionspro-
zess, der erlebt werden muss und kann! Die Erfahrung zeigt, dass dieser Weg es erlaubt, den Ubergang vom
Rechnen im zweistelligen Zahlenraum in den vierstelligen hinein inklusiv zu gestalten und so die Grundlagen
dafiir zu schaffen, dass Stellenwertzahlen nicht als Ziffernfolge gelesen, sondern kardinal interpretiert werden
(Rodler, 2006a, 2011, 2012, 2021b). Bevor der Weg dieses Lehrgangs skizziert wird, soll jedoch ein fir die
didaktische Theorie wichtiger Unterschied diskutiert werden: der konzeptionelle Unterschied zwischen Dar-
stellungs- und Rechenmitteln.

Rechenmittel und Darstellungsmittel auf unterschiedlichen Abstraktionsstufen

Dass es nicht nur hilfreich, sondern sogar notwendig ist, Zahlen und Rechenvorgange anschaulich kennenzu-
lernen, ist Allgemeingut (Wittmann, 1981, S. 87ff; Lorenz, 1998, 2003, S. 94; Dornheim, 2007, S. 126; Kraut-
hausen/Scherer, 2008, S. 240ff; Moser Opitz, 2008, S. 117; Padberg/Benz, 2011, S. 58-80; Lorenz, 2011, S.
39ff, Scherer/Moser-Opitz, 2012, S. 75ff; Lambert, 2015; Schipper et al., 2017, S. 66, Wittmann/Mdller, 2018;
PikAs, 2021 sowie die in der Literatur genannten Schulbiicher). Egal welchen Begriff man benutzt, ob Ar-
beits-, Anschauungs- und Veranschaulichungsmittel, Anschauungs- und Erarbeitungsmaterial, Veranschauli-
chung, anschauliche Darstellungen oder Darstellungsmittel: Ausgangspunkt ist dabei immer die in Zeichen
und Wort existierende Zahl (Abb.2, links). Die abstrakte Zahl bedarf der kardinalen Klarung und, im Blick auf
unser Dezimalsystem, auch der strukturellen Klarung, was durch unterschiedliche Formen des Anschaulich-
Machens geschieht. Dabei weisen Scherer und Moser Opitz auf Probleme hin: ,Nicht jedes Material eignet
sich fur dieselbe Operation bzw. Rechenaufgabe gleich gut, und ein einziges Arbeitsmittel oder eine einzige
Veranschaulichung kann nicht das ganze Spektrum eines Begriffs oder einer Operation abdecken. [...] Meist
wird nur ein Aspekt hervorgehoben® (Scherer/Moser Opitz, 2012, S. 85, auch: S. 137ff; Lorenz, 2003, S. 28ff,
S. 49f). Aulterdem wird ausdriicklich nicht(!) davon ausgegangen, dass sich die den Darstellungsmitteln di-
daktisch eingepragten Strukturen (wie die Finfer- und Zehnergliederung oder der Aufbau nach dezimalen
Wertebenen) bei der Nutzung quasi automatisch ibertragen. Vielmehr bedarf es der aufmerksamen, gezielten
didaktischen Arbeit, um Kinder zu den notwendigen Reflexionsprozessen anzuregen, welche die mentalen
Vorstellungen entstehen lassen, die ein strukturiertes, kardinales und das Dezimalsystem fundierendes Zahl-
konzept entwickeln. Wichtig ist nicht die Handlung selbst, sondern die Reflexion der Handlung! Erst dadurch
entstehen Vorstellungen, die als ,Modelle” verstdndiges Rechnen ermoglichen (vgl. Lorenz, 1998, S. 57ff).
,Das Kind entwickelt Strukturen im Kopf durch Nachdenken uber Zahlbeziehungen, durch Reflexion. Aus die-
sem Grund wird im Unterricht und in der Férderung sinnvoller Weise die jeweilige Handlung unterbrochen, und
das Kind ist aufgefordert, den Fortgang der Handlung und das Handlungsergebnis zu beschreiben und aufzu-
malen. Die Handlung wird von der Tischplatte in den Kopf verlegt, dort muss sie stattfinden® (Lorenz, 2011,
42f).

Gleichzeitig halt die Tatsache des unverandert hohen Anteils an Schilerinnen und Schiilern, denen genau
das nicht gelingt'?, die Frage im Raum, was dafiir die Ursache ist (Schipper, 2011). Ich behaupte, diese liegt
wesentlich darin, dass das Strukturwissen Gber Darstellungs- und Veranschaulichungsmittel von au8en an die
Kinder herangetragen wird, wobei die nun notwendigen Entschliisselungsprozesse selbst neue Hirden auf-
stellen. So schreibt Lorenz, dass jedes ,Veranschaulichungsmittel eine Sprache darstellt, mit Hilfe derer arith-
metische Beziehungen im Unterricht reprasentiert werden. Sie sind ein Kommunikationsmedium. In diesem

12 7. B. hat nach Schipper ,etwa jedes zweite Kind ... in der Mitte des zweiten Schuljahres, also nach der Zahlenraumer-
weiterung bis 100, ein deutlich unzureichendes Versténdnis der Struktur des Hunderter-Feldes.” Und dieser Anteil ist in
seiner Untersuchung unabhangig vom verwendeten Lehrwerk! (Siehe: Schipper, 2011, S. 79).
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Sinne muss jedes Veranschaulichungsmittel neu gelernt werden, und Handlungen von einem auf andere Ma-
terialien zu Ubertragen sind Ubersetzungsprozesse, und diese sind bekanntlich duRerst schwierig, weshalb
am Ende ,die lernschwacheren Kinder bei den meisten Veranschaulichungsmaterialien in gleicher Weise*,
namlich zahlend vorgehen und deshalb ,bleiben sie zahlende Rechner” (Lorenz, 2011, 41ff). Es ist erstaunlich,
dass angesichts dieser Klarheit in der Diagnose, die Grundannahmen nicht kritischer reflektiert werden.

Eine zweite Ursache fiir die beschriebenen Probleme scheint mir darin zu liegen, dass der Grad der Abstrak-
tion des Darstellungsmittels als wichtiger Faktor keine spezifische Beachtung findet. Es scheint, als ob die
notwendigen Reflexionen an jedem Darstellungsmittel gleichermalRen erfolgreich sein oder eben scheitern
konnten. Es wird nicht systematisch unterschieden, ob z. B. die Zehner-Einer-Struktur mit einem Feld oder
Rechenrahmen, also auf der Ebene sichtbarer Einer, dargestellt wird, auf der Ebene von Einern- und konkreten
Zehnern, wie etwa beim Dienes-Material oder auf der Ebene von nur noch symbolischen Einern und Zehnern,
wie bei der Verwendung von Geldminzen und welche Effekte das fir die Denkbewegungen beim Rechnen
hat. Wenn von Abstraktionsprozessen die Rede ist, dann im Sinne Bruners mit der Stufenfolge ,enaktiv-iko-
nisch-symbolisch' (Wittmann, 1981, S. 7, S. 87f). Was nach meiner Kenntnis nicht hinreichend reflektiert wird,
das ist, dass die Handlung, ihre ikonische Ubersetzung und selbst das Zahlzeichensymbol jeweils unterschied-
lich abstrakt kodiert sein kdnnen.

Tatsachlich zwingen die meisten zur Veranschaulichung verwendeten Darstellungsmittel die Kinder ja nicht in
die Auseinandersetzung mit der Struktur. Wenn sie, wie der Rechenrahmen oder das 20er-Feld, die Einzelele-
mente zeigen, bestatigen sie die Option des assimilierenden Umgangs; das Verbleiben im Zahlen. Das wird
sofort deutlich, wenn man die Veranschaulichung der Aufgabe 12 — 3 = am Zahlenstrahl, 20er-Feld, dem Re-
chenrahmen mit der durch Dienes-Material oder 10- und 1-Cent-Miinzen vergleicht. Im ersten Fall ist es eine
Entscheidung, ein kognitiver Prozess, die Bedeutung der Zehnergrenze zu beachten. Im zweiten ist es ein
Automatismus. Man kann gar nicht anders.

Ich glaube, dass der dargestellte einseitige Ausgangspunkt der aktuellen Fachdidaktik (die abstrakte Zahl als
zu vermittelnder Inhalt) im gleichen Sinne blinde Flecken erzeugt, wie es von Glaserfeld in ,Die Logik der
naturwissenschaftlichen Fehlbarkeit” (von Glaserfeld, 1997, S. 62-89) fiir die Naturwissenschaft beschreibt:
,Die Eigenart und die Struktur dessen, was ein Individuum als Problem sieht, wird unter allen Umstanden vom
begrifflichen Netzwerk und den Zielen dieses Individuums festgelegt” (von Glaserfeld, 1997, S. 193). Aus die-
sem Grund fiihren die Fixierung auf die zu vermittelnden Strukturen und das Konzept der ,Anschaulichkeit’
dazu, dass wichtige didaktische Optionen (auch innerhalb des Konzepts der Darstellungsmittel!) Gbersehen
werden. Dem selbstgesetzten Ziel, die ,“methodisch-didaktischen Fallstricke (Lorenz/Radatz, 1993, S. 29)
sichtbar zu machen, scheinen durch den vorab eingenommenen Blickwinkel Grenzen gesetzt.

abstrakte Zahl konkrete Zahl / Rechenmittel
35 * % o
HO R X
(X L X :
..'..-. o0 Stufe: analoge Abbildung
Darstellungs- und s
Anschauungsmittel HOO stufe: konkrete Biindelung
;Iggéli?}l(itte C'D@@@@ Stufe: symbolische Biindelung
100er-Rechenrahmen H|l Z| E
100er-Tafel DN Stufe: konkretes Stellenwertsystem
100er-Strahl :
Dienes-Material +
Geld

Zahlzeichen als
Kommunikationsmittel

Abb.2: Abstrakte Zahl und konkrete Zahl — didaktische Konsequenzen

13 Zur Bedeutung des Rechnens mit Blindelungsobjekten und damit verbunden der besonderen Bedeutung der Subtrak-
tion, siehe: Rodler 2006a/b, 2010, 2011, 2020, 2021a, 2021b, Video 11 und 13.
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Abb. 2 stellt die vorgeschlagene Veranderung markant dar. Nach herkdmmlichem didaktischen Verstandnis
(linke Seite) geht es darum, die mit dem Zeichen 35 benannte abstrakte Zahl den Kindern in ihrer dezimalen
Struktur sichtbar zu machen, damit auf dieser Grundlage verstandiges Operieren méglich wird. Diese Uber-
setzung in strukturierte Anschauung und vor allem das Aufrechterhalten des so erworbenen Wissens im fol-
genden Rechenvorgang scheint aber bei manchen Kindern nicht zu funktionieren. Sie verandern ihr inneres
Zahlkonzept nicht. Sie zahlen einfach weiter, assimilieren also auch die Darstellungsmittel, da sie nicht zur
Akkommodation gezwungen sind. Der didaktische Prozess lauft daher ins Leere. Geht man aber von der kon-
kreten Zahl (rechte Seite), zunachst auf der Stufe analoge Abbildung, aus, so entstehen Strukturierungen aus
eigenem Antrieb. Sie werden notwendig, um bestimmte Probleme zu 16sen. Abzahlen hilft nicht weiter. Es gibt
einen ,Zwang’ zur Akkommodation aus der Sache heraus (Rddler, 2016, 2020, 2021a).

Das ist im Kleinen ein dhnlicher Prozess wie er kulturgeschichtlich im Grofen stattgefunden hat (Menninger
1958b). Wenn die zu I6senden Zahl- oder Rechenprobleme gréRere Anzahlen betreffen, ergeben ungeordnete
Darstellungen keinen Sinn mehr. Schon Il taugt nicht zum Zahlzeichen, weil die ,Sieben’, anders als bei IllI
11, bei lII/1l oder bei VI, nicht spontan erfasst werden kann. Wenn Zahlen ,gedankliche Kategorien® (Kwapis
et al., 2018, S. 12) sind, dann muss eine dullere Reprasentation in der Lage sein, eine direkte spontane
Verbindung zum Denken herzustellen. Je grofier die Zahlen werden, umso mehr bedurfen sie dafir eines
Konzepts der Strukturierung.

Geht man wie auf der rechten Seite von Abb. 2 von ,konkreten Zahlen‘ aus, dann sind unsere Zahlzeichen
wie 35 (und Zahlworte wie ,Finfunddreiig®) keine zu entschlisselnden Zahlen, sondern zunachst einmal
einfach Kommunikationsmittel. Es geht nicht darum, sie zu verstehen! Der zu verstehende Inhalt liegt in den
materiellen Zahlen und den Handlungen. Die Sache, etwa das Zerteilen einer konkreten Zahl, kann verstanden
werden, auch wenn die begriffliche Ebene dafiir noch nicht entwickelt ist.

Da dieses Zusammenfiihren und Zerteilen, Vervielfachen und Verteilen auf der Grundlage von Alltagswissen
aufbaut, ist es auch Kindern mit sehr geringen Voraussetzungen gut zuganglich. Hier geht es nicht darum,
Abstraktes zu analysieren, sondern darum, Abstraktion am Vertrauten und Konkreten aufzubauen. Es ist ein
Merkmal des Rechnens mit konkreten Zahlen, dass die Reflexionsprozesse aus dem Geschehen selbst er-
wachsen. Dies hat zur Folge, dass Veranderungen des Abstraktionsniveaus, wenn der Boden bereitet ist,
keiner weiteren Erlauterung bedurfen. Der neue Umgang ergibt sich spontan. Wenn nicht, dann liegt aus Sicht
des Kindes noch zu viel Zukinftiges in dem Schritt. Nur wenn es die Veranderung der Abstraktion an seine
aktuellen Erfahrungen anbinden kann, st63t das ,Rechnen mit konkreten Zahlen‘ eine ,Arithmetik als Prozess*
(Mdller et al., 2004) an.

Nur dann entwickelt das Kind an diesen Veranderungen utber Ordnungs- und Biindelungserfahrungen sein
inneres Zahlkonzept. Es lernt, die Vorgange in der Schrift der Mathematik und mit ihren Worten zu beschreiben
und ndhert sich auch dem Versténdnis der in Stellenwerten geschriebenen Zahlzeichen zunehmend an. Ge-
nauer: Es verstehtimmer besser den kardinalen Sinn und Aufbau dieser Notationsweise. Akkommodation statt
Assimilation!

Fir den gesamten Bereich des Rechenunterrichts ist es hilfreich, wenn man die Welt der Zeichen und Worte,
damit auch unserer Zahlzeichen und Zahlworte, weniger als eine zu entschlisselnde Welt versteht, sondern
als eine moégliche Form der Kommunikation Uber bereits vorher vertraute Erfahrungen.

Wie sich das im Anfangsunterricht und im zweiten Schuljahr darstellt, wurde wiederholt beschrieben (u.a.
Rodler, 2006a/b, 2016, 2020, 2021a/b). Im folgenden Abschnitt wird nun dargestellt, welche Rolle der Wechsel
der Abstraktionsstufen im dritten Schuljahr spielt, wie die Zahl- und Rechenhandlungen Reflexionsprozesse
induzieren und auf welche Weise diese Reflexionsprozesse durch Notationen sichtbar und in materialunab-
hangige Modellierungen Ubersetzt werden.
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Zahlverstandnis aufbauen und Rechnen lernen im 3. Schuljahr'*

Das dritte Schuljahr ebnet den Weg zu wichtigen neuen Einsichten. Mit dem Uberschreiten der anschaulich
handhabbaren Grenzen wird es namlich notwendig zu verstehen,

- dass Bundelungen keine Objekte sind, sondern (aufs ,Immer so weiter!’ verweisende) Prozesse,

- dass bei wirklich grofien Zahlen nicht mehr mit der Dimension nach Konkretem gerechnet werden
kann, sondern eine symbolische Ebene notwendig wird und

- dass die symbolische Ebene dadurch entsteht, dass Gegenstande oder Zeichen durch Konventionen
mit Wert versehen werden.

Das Arbitrare am Zeichen muss und kann an dieser Stelle erkannt werden. Die Kinder verstehen, dass der
Wert dem Zeichen nicht automatisch innewohnt, sondern aus diesem herausgelesen werden muss. Erst wenn
dieses Wissen — in eigenen Erfahrungen verwurzelt — vorhanden ist, ist es mdglich, auch die merkwurdige
Kodierung unserer Stellenwertzahlen zu verstehen und flexibel zu nutzen.

- Erster Schritt: Zahlraumerweiterung auf der Stufe der analogen Abbildung

Immer, wenn eine Sache kompliziert ist oder wenn der Zahlenraum deutlich vergréRert wird, sollte das Abs-
traktionsniveau abgesenkt werden! Zahlen auf der niedrigsten Abstraktionsstufe, der Stufe ,analoge Abbil-
dung’, haben den Vorteil, dass sie das kardinale und strukturelle Geschehen unmittelbar und unverstellt sicht-
bar machen.' An einem Kilo Kichererbsen (Abb. 3) wird zum Einstieg die Frage gestellt, wie viele Kichererb-
sen wohl in der Packung sind. Dann werden die Erbsen an Kleingruppen verteilt und die Kinder tun das, was
sie schon vom ersten und zweiten Schuljahr her kennen. Sie machen die jeweilige Anzahl durch dezimale
Haufen sichtbar (Rédler, 2006, 150f, 2016, 138ff, 2021b, Video 12 und 17). So entstehen zwei- und dreistellige
Teilergebnisse, die an der Tafel notiert werden und deren Schreibweise in ihrer kardinalen Bedeutung bespro-
chen werden kann.®

Abb. 3: Wie viele Kichererbsen? — 303/ 154 / 68

4 vgl. die Dokumentation des Vorgehens in Rodler, 2012 sowie die Videos 17-19 (Rodler, 2021b).

5 Deshalb findet z. B. auch die Einfiihrung von Multiplikation und Division auf dieser Abstraktionsstufe statt, weil man
dadurch sofort in die operativen Beziehungen (12:3 = 4, 12:4 = 3, weil 3 -4 = 4 - 3) geflhrt wird. Das ist so einfach und
durchschaubar, dass dies bereits als Einstieg ins 1.(!) Schuljahr nicht nur mdéglich, sondern in vielerlei Hinsicht sinnvoll ist
(Rodler, 2016, 104ff, 2020, 2021a, 2021b, Video 5).

6 Z. B. 303: Vorne nicht ,Drei‘, sondern drei Haufen oder Dreihundert. Die ganze ,Dreihundert’ steckt in der vorderen ,3".
Anders die ,3‘ hinten. Die meint wirklich drei Erbsen. Wofiir brauchen wir die 0? Wenn wir sie weglassen, lesen wir 33. Wir
lesen drei Zehner, obwohl gar keine da sind. Die ,0‘ sagt: Keine Zehner! Wir missen auch das aufschreiben, was fehlt.
Dieses Vorgehen des Kennenlernens groRer Zahlen und ihrer Schreibung findet tbrigens auch schon Mitte der ersten
Klasse in gleicher Form statt, wenn Einer, Zehner, Hunderter durch dezimales Sortieren sichtbar gemacht und zu einem
Rechnen mit zweistelligen Zahlen bis 49 genutzt werden (Rddler, 2016, 2020, 2021a, 2021b, Video 12). Dabei lassen sich
ganz nebenbei das strukturierte Zahlen bis 10, die Zehnerpartner und auch die kardinalen Zahlen bis 9 strukturiert trainie-
ren.
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An diesem ersten Beispiel zeigt sich die Bedeutung des Blickwechsels, der auch das weitere Geschehen tragt.
303, 154 und 68 sind aus der hier vorgestellten Perspektive keine ,Zahlen’, mit denen zu rechnen wére. Es
sind Zahlzeichen, mit denen Kardinales als Aufgabe oder als Ergebnis notiert wird. Das Zeichen dient nur der
Kommunikation. Die Zahl dagegen ist das, was als konkrete Zahl in den Blick genommen wird! Damit das
mdglich wird, muss die in der unstrukturierten Menge verborgene Zahl sichtbar gemacht werden. Vorstellun-
gen — und Zahlen sind Vorstellungen! — brauchen den Bezug zu etwas Wahrnehmbaren, was gleichzeitig
auszeichnet und abgrenzt. Deshalb reicht es auch nicht, die Zahl allein durch dezimale Blindelung zu gliedern.
Oberhalb der Vier missen die einzelnen Biindelungen in Mustern gelegt werden! Erst jetzt erzeugt die Menge
der Erbsen die nun sichtbare, benenn- und beschreibbare konkrete Zahl, die als Rechenmittel dienen kann.
Erst auf dieser Grundlage wird es mdglich, dass auch leistungsschwache Kinder die sich aus der gemeinsa-
men Fragestellung ergebenden Rechnungen verstandig ausflhren. Sie verstehen namlich, dass bei einer Ad-
dition verschiedene Zahlen dadurch zusammengefugt werden, dass gleiche Wertebenen zusammengefigt
werden und dass, wo mehr als neun Elemente vorhanden sind, ein Element der nachsthdheren Wertebene
erzeugt wird. Genau das haben sie ja schon selbst gemacht, als sie die Anzahl der Erbsen auf ihrem Teppich
sichtbar gemacht und als konkrete Zahl gestaltet haben. Wenn also nachfolgend Additionen in Gleichungsform
aufgeschrieben sind, dann sind diese immer als ,Notation einer Operation mit konkreten Zahlen‘ zu lesen und
nicht als eine mit Stellenwertzahlen aufgeschriebene Rechenaufgabe!

Beim Zusammenflhren von Teilergebnissen entstehen Additionen. Z. B. 303 + 154 =. Diese werden aufge-
schrieben und dann wird die Lésung durch Zusammenfiihrung handelnd bestimmt. Die Rechnung findet in der
Handlung statt! Die Summe kann als neu gebildete konkrete Zahl nun selbst in das Stellenwertzahlzeichen
zurlckiibersetzt werden, wodurch als Notation die Gleichung 303 + 154 = 457 entsteht. Ganz naturlich wer-
den groRe Haufen zu grof3en Haufen sortiert, kleine zu kleinen und einzelne Erbsen zu einzelnen. Das Ergeb-
nis zeigt sich, wenn man es wieder in schonen Mustern so legt, dass es mit einem Blick erfasst und in Stellen-
schreibweise Ubersetzt werden kann. Und wenn anschlielend 457 + 68 = auf die gleiche Weise gerechnet
wird (Abb. 4), zeigt sich die Produktivitat der ,Schiebenotation* (Rddler, 2016, S. 143f, S. 169): Indem aus der
,7* zwei Erbsen herausgenommen und zur ,8‘ gelegt werden, entsteht ein neuer Zehner und indem zu den
dann sieben Zehnerhaufen noch drei von der Flinfzig geschoben werden, entsteht ein neuer Hunderter. Auf
diese Weise wird das Muster einer konkreten Zahl gebildet, die aus 5 Hundertern, 2 Zehnern und 5 Einern
besteht und mit 525 verschriftlicht wird. Dieses Zahlzeichen erlaubt es an den beiden Finfen erneut den Un-
terschied zwischen Ziffer (5/5) und Zahl bzw. Wert (500/5) zu thematisieren.

Abb. 4: 457 +68 = 525

Bei der Frage, wie viele Kichererbsen in der Packung sind, baut sich durch immer neue Additionen und immer
neue Biindelungsprozesse der vierstellige Zahlenraum auf: Aus Einern werden Zehner, aus Zehnern Hunder-
ter und aus Hundertern Tausender.'” 1000 ist keine Grenze, sondern der Tausender ist eine neue Biinde-
lungsebene! Nach diesem Blndelungsprozess geht es ja wieder mit Einern, Zehnern und Hundertern weiter.

7 Neue Wertebenen entstehen erst im durchgefiihrten Blindelungsprozess! Kardinal sind bei z. B. 132 die hundertzwei-
unddreiRig Elemente auch dann vorhanden, wenn da hundertzweiunddreiRig Einer liegen. Aber diese Zahl ist nicht an-
schaulich. Sie kann daher nicht als konkrete Zahl wirken, die spontanes Erkennen verlangt. Die Bindelung nach Zehner-
haufen fuhrt dazu, dass man dreizehn Zehnerhaufen erhalt und zwei einzelne Erbsen. Wenn man dieses Bild in Sprache
Ubersetzt, hat man ,Zweiunddreizehnzig‘. So sprechen wir aber nicht. Wir zahlen nicht ,achtzig, neunzig, zehnzig, elfzig’,
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Die am Ende gefundene vierstellige Zahl weist auf die Option hin, mit noch mehr Erbsen ,immer so weiter‘ zu
machen. Die wichtige ,Idee der Biindelung‘ kommt in den Blick! Aus diesem Grund und damit der Tausender
als neuer Ausgangspunkt fir die Bildung gréRerer Zahlen als Einheit sichtbar wird (z. B. in Dreihundertfinf-
tausend), ist es zweckmaRig, die Zahlraumerweiterung im dritten Schuljahr nicht auf den Bereich ,bis 1.000°
und auf das Rechnen mit dreistelligen Zahlen zu beschranken, sondern direkt den ergiebigeren vierstelligen
Zahlenraum anzusteuern.

Diese erste Erfahrung mit der Ubersetzung einer groRen Anzahl in eine konkrete Zahl wird dadurch vertieft,
dass die Kinder zusatzlich eigene Sachen von zuhause mitbringen und in der Klasse entsprechend sichtbar
machen. Die Ergebnisse werden ausgelegt oder fotografiert. Die sichtbaren Zahlen werden mit agyptischen
Zahlzeichen und auch mit Stellenwertzahlen notiert. So entsteht eine Ausstellung mit vielen grof3en konkreten
Zahlen und zwei Notationsformen auf unterschiedlichem Abstraktionsniveau (symbolische Biindelung/ abs-
traktes Stellenwertsystem), auf die bei Arbeitsauftrdgen und Entdeckungen Bezug genommen werden kann.
Erganzend lassen sich auch grofde Zahlvorhaben mit Kichererbsen in solche konkreten Zahlen Ubersetzen.

- Zweiter Schritt: Ubergang auf die Stufe der symbolischen Biindelung (Zahlzeichen und Konvention)

Es ist evident, dass es keinen Sinn gibt, auf der Stufe der analogen Abbildung zu verweilen. Es ware mdéglich
aber zu mihsam, Aufgaben wie 453 + 218 = oder 3 - 625 = dadurch zu Idsen, dass man die beteiligten dezi-
malen Wertebenen als konkrete Zahlen durch Haufen aus Einzelelementen bildet und dann zusammenfihrt.
Tatsachlich haben friihere Kulturen an dieser Stelle den Schritt zu gegenstandlichen und ikonischen Symbolen
gefunden. Beides wird in der Klasse eingefuhrt und flhrt spontan zu verstandigem Rechnen auf diesem Niveau
der symbolischen Biindelung. Es ist kein groRer Schritt, die Haufen zu ersetzen und nun mit den Symbolen
als Stellvertretern fir die Haufen zu arbeiten. Die Handlungsvorgange selbst bleiben ja ganz gleich! Auf der
Handlungsebene geschieht, abgesehen vom nun an Objekten stattfindenden Biindeln und Entbiindeln, nichts
Neues!

Wenn man die von den Kindern gefundenen Zahlen (im Sinne von durch wahrnehmbare kardinale Muster
ermdglichte Vorstellungen) in agyptische Zahlzeichen ubersetzt, wird sofort deutlich, wie das Zahlzeichen das
Muster der gelegten Zahl dadurch wiedergibt, dass es fir die Wertebenen symbolische Zeichen definiert. Wa-
rum hat die Blume den Wert tausend? Weil die Agypter es so bestimmt haben! Genauso kénnen wir es auch
machen. Jeder kann seine eigenen Zahlzeichen schaffen. Um JUUFFW* als Zahl verstehen und den Wert
dekodieren zu kénnen, missen wir nur wissen, welche Bedeutung U, F und W haben. Steht das W fiir Tau-
send, das U fiir Hundert und das F fiir Eins, so bekommen wir den Wert 1.202.'® Es kénnte aber auch ganz
anders sein. Zahlzeichen entstehen durch Konvention und man muss die Konvention kennen, um die darin
verschliisselten Zahlen dekodieren zu kénnen. Das ist eine wichtige Erkenntnis, die hier im 3. Schuljahr mog-
lich wird. Und die naturlich genauso flr unsere Stellenwertzahlen gilt. Auch diese zeigen ihren Wert nur dem,
der die Konvention kennt und zu nutzen versteht.'®

sondern ,achtzig, neunzig, hundert' und machen daher sprachlich deutlich, dass eine neue Wertebene oder mit Menningers
Worten ,Rangschwelle’ (Menninger, 1958a) erreicht ist. AuRerdem sind die dreizehn Zehner als ,konkrete Zahl‘ nicht spon-
tan erkennbar. Daher ist es aus der Sache heraus (!) plausibel, zehn der Zehnerhaufen zu einem Hunderter zusammen-
zuschieben. Erst jetzt haben wir ,HundertzweiunddreiRig“, namlich einen Hunderter, drei Zehner und zwei Einer. Der Blin-
delungsprozess schafft eine ,konkrete Zahl‘ auf der Stufe ,analoge Abbildung’, welche die Schreibweise 132 als mdgliche
Notationsform kardinal erklart. (Roédler, 2021b, Video 12 und 17. Siehe auch: ,Der Schultagezahler’, in: Rédler, 2016, S.
135ff und auf: www.matheinklusiv.de)

8 Da der Wert ,am Zeichen hangt' ist die Position des Zeichens unbedeutend.

9 Fur die Erkenntnis der Bedeutung von Symbolisierung und Konvention ist es entscheidend, dass nicht einfach eine
ikonographische Ubersetzung in z. B. leere Kreise fiir Zehnerhaufen und gréRere gefiillte Kreise fiir Hunderter genutzt
wird, wie das in der ersten oder zweiten Klasse Sinn gébe. Es ist wichtig, dass eigene, von den Kindern ausgedachte und
von der Materialitdt unabhéngige, Zeichen verwendet werden. Dies erst erlaubt die Einsicht, dass die Wertzuordnung aus
der Konvention entspringt und nicht im Zeichen selbst aufgehoben ist. Die in den angeflhrten Schulbtchern Ublichen
ikonographischen Ubersetzungen des Dienes-Materials in Quadrate, Striche und Punkte ermdglichen zwar ein verstehba-
res - wenn auch gegeniliber der Handlung untibersichtliches (vgl. Wittmann/Miller, 2018, S. 45) — Losen einer Aufgabe
sowie Einsicht in Biindelungs- und Entbiindelungsprozesse, nicht aber die Einsicht in den Aspekt der Konvention als Basis
eines Zahlzeichens.
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Wenn aber Konventionen es erlauben, sehr grol3e Zahlen mit wenigen Symbolen darzustellen, dann Iasst sich
das auch fUr das gegenstandliche Rechnen nutzen. Die Sumerer haben sich unterschiedliche Gegenstande
aus Ton gebrannt, um die ersten vier Wertebenen gegenstandlich handhaben zu kénnen. (Abb. 1) In der
Klasse geschieht das Gleiche, indem eine Konvention Wertverhaltnisse definiert: 1 weile Bohne hat den Wert
von 10 Kichererbsen. 1 rote Bohne hat den Wert von 10 weilen Bohnen. 1 Nudel hat den Wert von 10 roten
Bohnen (Rdodler, 2006, S. 89ff, Rodler, 2021b, Video 18). Missen es Bohnen und Nudeln sein? Nein! Wir
kénnen auch Streichhdlzer, Holzwirfel, Muggelsteine verschiedener Farben nehmen oder — wie die Sumerer
— selbst unterschiedlich geformte Gegenstande aus Ton herstellen. Alles (!) kann zum werthaltigen Objekt
werden, wenn wir es durch unsere Absprache dazu machen. Was Zahl ist und was keine ist, entscheiden wir
selbst durch unsere Konvention!

Zu verstehen, dass die Zeichen selbst gar keinen Wert haben, sondern dass der Wert in die Zeichen hinein-
gelegt werden muss, ist gerade flr schwachere Schilerinnen und Schiler eine wichtige Erkenntnis, denn sie
lenkt den Blick weg von der Ebene der Ziffer hin zu deren kardinaler Bedeutung. Gleichzeitig blockiert aber
diese Phase des Lehrgangs die Leistungsstarken nicht. Im Gegenteil. Sie ermdglicht ihnen, sehr schnell und
selbststédndig zu einem verstandigen Rechnen im vierstelligen Zahlenraum vorzudringen und beim nachfol-
gend beschriebenen Rechnen ihre bereits vorhandenen inneren Vorstellungen in diesem grof3en Zahlenraum
zu bestatigen sowie ihre Kopfrechenkompetenz zu optimieren.

Auch an dieser Stelle bewahrt sich der Ausgangspunkt der ,konkreten Zahl* als Wurzel eines inklusiven Un-
terrichts. Dabei spielt die Veranderung der Abstraktionsstufe hin zur symbolischen Biindelung eine entschei-
dende Rolle. Erst sie erlaubt die Einsicht in die Bedeutung der Konvention und die damit verbundene Notwen-
digkeit der aktiven Dekodierung. Wenn man die Abstraktion nur auf die Stufe ,konkrete Blindelung® steigert,
also z. B. mit Dienes-Material arbeitet, so ist dieser Schritt nicht mdglich, da es keine Definitionssache ist, dass
die Platte den Hunderter zeigt. Es ist keine Konvention, sondern die materielle Basis, die den Wert erzeugt.
(Gleiches gilt fir deren fachdidaktisch (ibliche ikonische Ubersetzung in Quadrate, Striche und Punkte.) Und
es zeigt sich ein zweiter Nachteil: Die Hunderterplatten und Tausenderwdrfel eignen sich nicht als Rechenmit-
tell Zwar kann man den Rechenvorgang veranschaulichen und sichtbar machen, aber es ist undenkbar, dass
die Kinder der Klasse mit diesem Material ihre Rechnungen vollziehen. Weder ist es in hinreichender Zahl
vorhanden, noch passt es fir die Hausaufgaben in den Ranzen. Ganz anders die Erbsen, Bohnen und Nudeln
(Abb. 5), die preiswert sind, leicht zu beschaffen und mit dem Rechenteppich im Ranzen keinen Platz weg-
nehmen.

Abb. 5: Das Schulermaterial zum Rechnen im vierstelligen Zahlenraum

AuRerdem haben symbolische Wertobjekte einen weiteren, fiir das Verstandnis der fortsetzbaren Biindelung
unschatzbaren Vorteil: Man kann das Prinzip ,/mmer 10 geben etwas Neues' ganz praktisch erweitern. So wie
die Agypter immer neue Symbole fiir immer gréRere Wertebenen nutzten, so kann auch in der Klasse etwas
gefunden und definiert werden, das bei einer Aufgabe wie 4 - 3.208 zehn der zwdlf Nudeln ersetzt und damit
den Zehntausender in einem Objekt sichtbar und auf dem Teppich als Zahlbaustein handhabbar macht.

- Dritter Schritt: Rechenhandlungen auf der Stufe ,symbolische Biindelung’

Der dritte Schritt im Lehrgang ist das handelnde Rechnen auf der Stufe ,symbolische Blndelung‘. Es erlaubt,
schnell alle vier Grundrechenarten einzufiihren und an den Ldsungshandlungen, das operative Geschehen

130



Mathematik im Unterricht Band 12, 2021

des Zusammenfassens (Addition und Multiplikation) und Auseinanderziehens (Subtraktion und Division) und
die damit verbundenen Blindelungs- und Entbiindelungsvorgange kennenzulernen (Abb. 6a/b)%.

Abb. 6a: 3.253+4.178 = oder Endstellung von 7.431 —4.178 =

Abb. 6b: 3-2.354 = oder Endstellung von 7.062:3 =

Die notwendige Ubersetzung von in Stellenwerten geschriebenen Zahlzeichen in die mit symbolischen Wert-
ebenen gelegte Zahl sowie die Ricklbersetzung des sichtbaren Ergebnisses in die als Stellenwertzahl ge-
schriebene Notation sorgen daflir, dass die Ziffern der Stellenwertzahl permanent werthaltig interpretiert wer-
den. Gleichzeitig trainiert die Ubersetzung der Ziffern in Zahimuster kardinale Strukturen der Zahlen bis 9. Und
in den Rechenhandlungen innerhalb einer Wertebene wird das Zehnererganzen und das Zerlegen kleiner
Zahlen implizit trainiert. AuRerdem wird auch das aus kleineren Zahlenrdumen schon bekannte Operations-
wissen der vier Grundrechenarten gefestigt und es werden insbesondere operative Zusammenhange wie
,Operation/Gegenoperation‘ oder ,Multiplikation als fortgesetzte Addition‘ auf dem Rechenteppich sichtbar.
Dies schafft die Mdglichkeit, im vierten Schritt Kopfrechenstrategien und Notationen durch Reflexion der Hand-
lungen zu begriinden und flexibles Vorgehen zu entwickeln.

- Vierter Schritt: Die Notation als vorgestellte Rechenhandlung (Ubergang zum Kopfrechnen)

Kompetentes Rechnen zeichnet sich dadurch aus, dass unterschiedliche Rechenwege und Notationsverfah-
ren nicht nur bekannt sind, sondern fir bestimmte Aufgaben spezifisch ausgewahlt werden. Leistungsschwa-
che Rechner dagegen suchen nach Schemata und hier moglichst nach solchen, die es ihnen erlauben, auf
der Grundlage ihres unreifen Zahlkonzepts zu rechnen. Deshalb sind Analogieaufgaben beliebt, die wie das
schriftiche Rechnen mit dem Konzept der Ziffern als Zahlen gerechnet werden kénnen. Das Zahlwortreihen-
konzept funktioniert unter Berlicksichtigung von Tricks wie ,vorne und hinten‘ sowie ,angehangter Null‘ hinrei-
chend oft erfolgreich, so dass kein Druck besteht, sich davon zu I16sen (Schipper, 2009; Padberg/Benz, 2011,
S. 221ff). Das hangt auch damit zusammen, dass die Kinder die Verfahren selbst nicht im Zeichen einer Kon-
zeptanderung lernen, sondern assimilierend. Ein die Rechenkompetenz aufbauender Unterricht muss daher
daran interessiert sein, die Aufmerksamkeit fur die Wertbedeutung der Zahl, also die Dimension der beteiligten
Wertebenen auch beim Rechnen im gro3en Zahlenraum wachzuhalten.

20 Rodler 2006a, 2007, 2021b, Video 19.
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Diesem Ziel dient die bereits dargestellte Offnung des gréBeren Zahlenraumes durch fortgesetztes dezimales
Biindeln und die Ubersetzung dieser sichtbaren konkreten Zahlen in Stellenwertnotation. Auch bei der Lésung
des Problems, wie viele Erbsen in der Packung sind, wurden konkrete Zwischenergebnisse und die sich er-
gebenden Additionen in Stellenwertschrift notiert. Damit wurde deutlich, dass eine ,5° nicht immer ,Finf* be-
deutet, sondern auch fur etwas ganz anderes, namlich fir ,Finfhundert’, stehen kann (Abb. 4) und dass die
,0° nicht einfach ,nichts’ heilt, sondern z. B. in 303 ,keinen Zehner' bedeutet (Abb. 3), wahrend sie bei 330 flur
,keinen Einer‘ steht. Die sich iber ein bis zwei Wochen wiederholenden Ordnungsprozesse und deren Notation
schaffen ein Geflhl fir die Dimension dieser Wertebenen. Einer, Zehner, Hunderter und Tausender unter-
scheiden sich nicht nur in visuell unterschiedlich groRen Haufen, sondern werden durch die unterschiedliche
Dauer des Zahlprozesses geradezu korperlich erfahren. Wenn diese geflihlten Unterschiede nachfolgend in
unterschiedliche Symbole Ubersetzt werden, in agyptische Zahlzeichen, in eigene Zahlzeichen und schliel3lich
auch gegenstandlich in Wertobjekte wie ,Erbsen, Bohnen und Nudeln®, dann wird dieses kardinale Wissen
bewahrt. Weil es eine eigene, in der Klasse erstellte, Konvention ist, die z. B. den Zehnerhaufen durch eine
weille Bohne ersetzt und den Hunderterhaufen durch eine rote, weil es etwas ist, was in der Klasse bespro-
chen und festgelegt wird, ist es mdglich, dass die kardinale Unterscheidung erhalten bleibt, wenn nachfolgend
mit diesen Erbsen, Bohnen und Nudeln gerechnet wird. Und da die Stellenwertzahlen weiter begleitend als
Kommunikationsmedium verwendet werden, konnen die Kinder auch in dieser Notation die konkrete Zahl mit-
denken. Dieses Mitdenken des Konkreten ist der Schlissel dafir, dass die auf Basis der Stellenwertschrift
ausgefiihrten unterschiedlichen Rechennotationen als vorgestellte Handlungen mdéglich sind. Jede Notation —
das Zahlzeichen, ein Term, eine Gleichung oder eben auch ein mit Gleichungen, mit Hilfe eines Rechenstrichs
oder ein auf andere Weise notierter Rechenweg — soll immer der Ausdruck einer vorgestellten materiellen
Realitét sein.

Wenn also z. B. halbschriftlich mit getrennten Wertebenen notiert wird, dann ist das kein zu lernender Algo-
rithmus, sondern Ubersetzt in naheliegender Weise die gelaufige Rechenhandlung. Abb. 6 a/b zeigen am
Beispiel der Addition und Multiplikation, dass es naheliegend ist, den Vorgang in dieser Weise zu deuten und
entsprechend aufzuschreiben. Das entsprechende Vorgehen ergibt sich bei der Subtraktion ohne Ubergang
automatisch, weil hier jede Wertebene isoliert behandelt wird. Wenn ein Ubergang ins Spiel kommt, ist die
Frage, wie man diesen bei der Subtraktion notiert. Hier hat sich schon in der zweiten Klasse die Notation mit
Minuszeichen bewahrt. (430 — 250 =/ 400 — 200 = 200, 30 — 50 = —20). Dieses Minuszeichen ist aus der
Logik der Rechenhandlung fir die Kinder kein Vorzeichen! Sie kennen ja noch keine negativen Zahlen. Zu-
mindest nicht beim Rechnen. Das Minuszeichen kennen sie nur als Rechenzeichnen und in diesem Sinne
beschreibt es die noch ausstehende Handlung: ,Wenn ich 30 habe und 50 wegnehmen soll, dann muss ich
noch 20 wegnehmen. Die nehme ich aus den 200, die ich habe. Also heil3t das Ergebnis 180.“ (Rddler, 2016,
S. 168. vgl. auch Padberg/Benz, 2011; Wittmann/Mdller 2018, S. 63).

Die Analogie von Multiplikation und Division von Einer-, Zehner- Hunderter- und Tausenderzahlen lasst sich
unmittelbar und einfach aus den Rechenhandlungen mit symbolischen Werten ableiten: Bei 3 - 400 liegen 3 -
4, also 12 rote Bohnen auf dem Teppich. Das Ergebnis heif3t daher ,Zwdélfhundert® und wiirde geschrieben mit
12 00, wobei die eine Null sagt, dass eine Hunderterzahl keine Zehner hat und die andere, dass keine Einer
da sind. Diese Zwodlfhundert wird aber durch den Umtausch von zehn roten Bohnen in eine Nudel in ,Eintau-
sendzweihundert’ verwandelt, wodurch sich aus 12 00 das Ergebnis 1.200 ableitet.

Diese Moglichkeit, Zahlen durch unterschiedliche Biindelung gleichwertig zu benennen, wird bei der halb-
schriftlichen Multiplikation implizit trainiert und ist fir die halbschriftliche Division von existentieller Bedeutung.
4 - 43 (Abb. 7) wird entsprechend dem Legen mit jeweils 4 weilten Bohnen und 3 Kichererbsen halbschriftlich
nach 4 - 40 und 4 - 3 aufgelost.?! Auf dem Teppich hat man nun sechzehn weile Bohnen/Zehner, zwolf Erb-
sen/Einer. Zehner haben keine Einer und deshalb eine Null an dieser Stelle. Deshalb missen 16 Zehner als
160 notiert werden. Das Zahlwort ,Einhundertsechzig’ verlangt aber einen weiteren Schritt, da zunachst nur

21 Solange es bei der Einflihrung von Notationsverfahren darum geht, diese als verschriftliche Handlungen zu interpretie-
ren, ist es wichtig, dass die einzelnen Elemente in der Handlung tbersichtlich bleiben. Man sollte also keine Aufgabe wie
8:69= wahlen. Erst wenn die Notation als Verfahren verstandig gebraucht wird, kdnnen Aufgaben aus dem gesamten
Spektrum behandelt werden. Die Grenze wird durch die Wahrnehmung gezogen und liegt bei 4 als Faktor.
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,Sechzehnzig‘ daliegen. Erst wenn zehn der weil3en Bohnen zu einer roten getauscht werden, gibt es wirklich
einen Hunderter und sechs Zehner, also: ,Einhundert’ und ,Sechzig‘. Genauso wie die zwdlf Erbsen erst durch
den Umtausch von zehn in eine weille Bohne zu einer ,Zwei mehr als Zehn', also 12, sichtbar wird.

Abb. 7: 4:43=4-40+4-3 160 + 12 =172

In genau dem gleichen Sinne trainiert auch die Umkehroperation, die halbschriftliche Division permanent die
Stellenwertdeutung der beteiligten Zahlen und insbesondere die unterschiedliche Lesart beteiligter Wertebe-
nen. Eine Aufgabe wie 141:3 = (Abb. 8) ist ja nur fUr diejenigen I6sbar, die erkennen, dass hier nicht mit der
Hundert begonnen werden kann, sondern dass 14 Zehner den Anfang bilden. Legt man die Aufgabe auf den
Rechenteppich und notiert den Vorgang, entsteht das halbschriftliche Verfahren von ganz alleine: Die rote
Bohne kann nicht verteilt werden, also muss sie eingetauscht werden, wodurch 14 weil’e Bohnen auf dem
Teppich liegen. Von diesen kénnen aber nur 12 verteilt werden. 12: 3 = 4.22 In der halbschriftlichen Notation:
12 Zehner (120) geteilt durch Drei ergibt 4 Zehner (40). Was passiert mit den verbleibenden zwei weilRen
Bohnen? Sie miussen wieder umgetauscht werden und ergeben 20 Erbsen, wodurch man insgesamt 21 hat.
21:3 = 7. So hat jeder beim Verteilen erst 4 weil’e Bohnen und dann 7 Erbsen bekommen. Also 47.

Abb. 8: 141:3 14Z 1E 120:3 =40 21E 21:3 =7 (=47)

Die halbschriftliche Division erfordert (wie spater die schriftliche) gefestigte Einmaleins-Kenntnisse. Sie muss
daher behutsam und mdglichst oft auf dem Teppich handelnd, aber parallel durch das Klassengesprach und
durch Notation an der Tafel begleitet, behandelt werden. Auf keinen Fall sollte die halbschriftliche Division im
3. Schuljahr gemieden werden. Im Gegenteil! Die Rechenhandlungen sind der Sache nach nicht anders als
bei der Subtraktion. Gleichzeitig zeigt sich in den Entblindelungsprozessen der Aufbau unserer Zahlen nach
reversiblen Wertebenen besonders augenscheinlich. Das gilt umso mehr, wenn man Grof3en einbezieht, also
Aufgaben wie 14 € : 4 = oder 12 Tage : 5 = gemeinsam halbschriftlich I16st. Immer wieder bleibt bei diesem
,Rechnen mit gemischten GréBen‘ (Rodler, 2021b, Video 9) auf einer Wertebene ein Rest. Und es stellt sich
die Frage nach der nachstkleineren Wertebene und nach dem Verhaltnis, in dem nun aufgeldst werden muss.
(,2 € bleiben ubrig. Die werden zu 200 Cent.’ ,2 Tage bleiben tbrig. Die werden zu 48 Stunden.‘ ,3 Stunden

22 Dieser Schritt wiederholt das kleine Einmaleins und kann von Kindern mit Férderbedarf ,Geistige Entwicklung’, die diese
Kompetenz vielleicht noch nicht besitzen, durch einfaches Verteilen geldst werden. Dabei trainieren sie die 1:1-Zuordnung
und beim Aufschreiben das Zahlzeichen 4. Gleichzeitig kénnen sie den Unterschied in den Gegenstanden durch die ,0°
zum Ausdruck bringen. Alle Entblindelungsvorgange trainieren einmal die wichtige Tatsache, dass bestimmte Objekte in
Wertverhaltnissen zueinander stehen und zum anderen das Zahlen bis 10. Hier zeigt sich am Beispiel eines schwierigen
Inhalts, dass das Rechnen mit konkreten Zahlen Inklusion, also gemeinsame Arbeit am gemeinsamen Gegenstand mit
natlrlicher Differenzierung durch das Denken des Kindes, erméglicht.
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bleiben Ubrig. Die werden zu 180 Minuten.‘) Im Ubrigen ist das ,schrittweise“ Dividieren (Padberg/Benz, 2011,
S. 188ff) auch deshalb bedeutsam, weil es als Gegenoperation wieder zurtick zur halbschriftlichen Multiplika-
tion fihrt. Auch dieser Zusammenhang wird auf dem Rechenteppich unmittelbar sichtbar: Die Endstellung der
Division ist die Ausgangsstellung der zugehdrigen Multiplikation (Abb. 6b, Abb. 8)!

Wéhrend es im vertrauten Lehrgang darum geht, die Stellenwertzahlen fiir das versténdige Rechnen zu ent-
schltisseln, findet durch den Ausgangspunkt der konkreten Zahl der umgedrehte Prozess statt: Das Kardinale
(auf der Stufe analoge Abbildung) wird eigensténdig auf eine immer abstraktere Ebene gehoben, zunéchst auf
die Stufe ,symbolische Biindelung‘ und dann auf die Stufe ,abstraktes Stellenwertsystem’. Da die kardinale
Zahl als analoge Abbildung oder aus werthaltigen Bausteinen gebildet materiell gehandhabt wird, finden fir
das Kind einfache Operationsprozesse statt, in denen es die Zahlen auch im Zusammenhang von Verande-
rungen erfahrt. Die Schrift der Stellenwertzahlen ist zunachst einfach eine Notationsform der Ausgangszahlen
und des Ergebnisses. Die Erfahrung mit den Agyptischen und den eigenen Zahlzeichen hat dabei gezeigt,
dass Zahlzeichen immer eine Form der Konvention darstellen. Dies gilt genauso fur die Stellenwertzahlen, die
in ihrer Bedeutung durch die wechselseitigen Ubersetzungsprozesse kennengelernt werden.

Es ist unmittelbar verstandlich, dass auch andere Notationsformen wie die Schiebenotation der Addition?® |
die Wechselgeldnotation der Subtraktion® und das schrittweise Rechnen als Notation der entsprechenden
Lésungshandlungen, wie am Beispiel der Notation nach getrennten Wertebenen dargestellt, eingefiihrt werden
kénnen. Dabei hat es sich bewahrt, das schrittweise Vorgehen nicht mit einer Gleichungsfolge zu notieren,
sondern am Rechenstrich. Dieser bildet den Prozess des schrittweisen Groflier- oder Kleiner-Werdens der
Zwischenergebnisse bis zum Endergebnis sichtbar ab und lenkt gleichzeitig den Blick auf das ordinale Ge-
schehen sowie auf die Rangschwellen des Zahlsystems, bzw. die Intervalle des Zahlenstrahls. Letzteres ist
bedeutsam, weil diese Verortung der Zahl im Intervall beim Runden und Uberschlagen benétigt wird. AuRer-
dem lassen sich alle zeitliche Vorgange betreffenden Probleme sehr gut am Rechenstrich darstellen, weil Zeit
linear ist. Auch deshalb ist der Rechenstrich eine wichtige Notationsform, die in der Klasse haufig zur Anwen-
dung kommen sollte (zu den verschiedenen Notationen: Rodler, 2016a, 168ff25, 2021b, Video 15).

Notationen stlitzen das Kopfrechnen, wenn die Zahl der Rechenschritte die mentale Kompetenz tberfordert.
Sehr schnell kann man im Bereich der glatten Zehner- Hunderter- und Tausenderzahlen zu einem verstandi-
gen Kopfrechnen kommen, das mehr ist als die Regel des Anhangens und Streichens von Nullen korrekt
anzuwenden. Das Legen mit symbolischen Wertobjekten zeigt die Analogien unmittelbar. Bei 3.000 + 4.000,
4.000 — 3.000, 3 - 4.000, 9.000: 3 etwa findet mit den fir Tausender gelegten Nudeln ein entsprechendes Rech-
nen im einstelligen Bereich statt. Es muss bei der Notation nur beachtet werden, dass es nicht Einer, sondern
Tausender sind, um die es geht: 3 Nudeln + 4 Nudeln sind 7 Nudeln und das bedeutet 7 Tausender! Tausender
zeichnen sich aber dadurch aus, dass sie ,keine Hunderter, keine Zehner, keine Einer' haben, was mit drei
Nullen unterschiedlicher Bedeutung (!) in der Stellenwertzahl sichtbar gemacht werden muss. Gerade diese
Analogien bei den einfachen Aufgaben mit glatten Dezimalwerten kdnnen, richtig genutzt, Stellenwertver-
standnis vertiefen.

Sind zwei oder mehr Stellen im Spiel, und kommen gar noch Ubergénge vor, bauen die beschriebenen Nota-
tionen die Briicke zum Kopfrechnen, indem sie das Denken in bestimmten Schritten — nach getrennten Wert-

23 Hier wird bei Aufgaben wie 45 + 28 die Aufgabe dadurch vereinfacht, dass einer der Summanden zum vollen Zehner
aufgefullt wird. Dies geschieht in der Rechenhandlung dadurch, dass die dafiir fehlenden Elemente vom anderen Sum-
manden weg und zum aufzuflllenden hingeschoben werden (Hier also fiinf nach links oder zwei nach rechts.), was durch
einen entsprechenden ,Schiebepfeil’ notiert wird (Rédler, 2016, S. 83; Rddler 2021b, Video 15).

24 Bei der ,Wechselgeldnotation® wird die Subtraktion als Bezahlvorgang gedeutet. 45 — 28 werden z. B. als 45 Ct. im
Portemonnaie und 28 Ct. zu bezahlen gedeutet. Hier wiirde man also 30 Ct. hingeben und 2 Ct. herausbekommen. Die
Notation heil}t also: 45 — 30 = 15, 15 + 2 (WG)= 17. Gleiches lasst sich auch am Rechenstrich notieren (Rddler, 2016, S.
169f).

25 In Rodler 2016 wurde der Schiebepfeil vom Verlag falschlich mit +Zeichen versehen. Da es, anders als am Rechenstrich,
nicht um ein Vermehren geht, sondern um ein ,Schieben’ weg von der einen Seite hin zur anderen, sollte kein Rechenzei-
chen verwendet werden.
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ebenen, eine nach der anderen, mit durch Schieben oder Wechselgeldvorstellungen vereinfachten Hilfsauf-
gaben — unterschiedlich systematisieren. Dies erlaubt es, verschiedene Aufgaben im Blick auf sinnvolle L6-
sungswege zu unterscheiden. Gleichzeitig automatisieren sich die diesem noch ,gestitzten Kopfrechnen®
(Schipper et al. 2017, 63) zugrundeliegenden Denkschritte und erlauben die Ablésung zumindest bei Aufgaben
mit ein bis zwei Rechenschritten. Die aus der Rechenhandlung abgeleitete Notation sorgt daflr, dass das
geschieht, was Lorenz fordert: ,Die Handlung wird von der Tischplatte in den Kopf verlegt® (Lorenz, 2011, S.
43). Nur dass dies bei dem beschriebenen Vorgehen nicht durch die Intervention eines externen Begleiters
geschieht, sondern lber das Aufschreiben von etwas Bekanntem.

Wie die halbschriftlichen lassen sich auch die schriftlichen Rechenverfahren als Notation des Handlungsvor-
gangs einfiihren (Rodler, 2006a, 2012, 2021b, Video 20 und 21). Das ist bei der Addition (Abb.6a) offensicht-
lich. Der Ubertrag im schriftichen Rechnen wird als Notation dadurch plausibel, dass die auf der Ebene der
Rechenhandlung aus Bindelung entstandenen Objekte auf der nédchsten Wertebene unterhalb der vorhande-
nen Summanden abgelegt werden. Der Ubertrag benennt damit einfach das gebiindelte Objekt, das zu den
Summanden auf der nachsten Wertebene hinzugezahlt werden muss.?

Die Multiplikation als fortgesetzte Addition hat es schon beim halbschriftichen Rechnen erlaubt, nach Wert-
ebenen getrennt vorzugehen (Abb.7). Alles, was sich beim schriftlichen Verfahren andert, ist, dass nicht mehr
mit der grofRen Stelle begonnen wird (was das Kopfrechnen stitzte), sondern mit der kleinen, weil bei der
Multiplikation grofder Zahlen zahlreiche Blindelungsprozesse vorkommen, die sich vom kleineren zum grofe-
ren Wert aufbauen. Deshalb wird die Aufgabe auch so aufgeschrieben, dass der kleinere Faktor rechts steht.
Die in Abb. 6b gezeigte Aufgabe muss daher als 2.354 - 3 = geschrieben werden. Nun fiihrt die schriftliche
Notation aus, was in der Handlung geschieht.?” Da diese Notation sehr einfach zu verstehen und zu lernen
ist, bietet es sich an, sie direkt mit der schriftlichen Addition bereits Ende des 3. Schuljahres einzufiihren,
wodurch, wie im nachfolgenden Abschnitt dargestellt, die Automatisierung des Einmaleins einen neuen Schub
bekommen kann.

Abb.9: 9.402: 2 9: 2 = 4R1 14 Hunderter 14:2=7 0:2=0 9.402:2 = 4.701

Da die Division die Umkehroperation zur Multiplikation ist und Entblndelungs-Prozesse notwendig macht, ist
es logisch, dass dieses Verfahren — genau wie die Rechenhandlung — von der grof3ten Wertebene ausgeht.
Wie schon beim halbschriftichen Rechnen (Abb. 8) bildet das schriftliche Verfahren (Abb. 9) genau die
Schritte der Rechenhandlung ab: Auf der héchsten Wertebene werden mdglichst viele verteilt. Was jeder be-
kommt, wird notiert, jetzt aber nicht als werthaltige Zahl, sondern zumindest scheinbar als Ziffer. Dass die
Lésung bei 9.406: 2 = im ersten Schritt nicht nur einfach 4 ist, sondern genau genommen 4 Tausender bedeu-
tet (weil jeder 4 Nudeln bekommt), lasst sich in der Einfihrungsphase beim Aufschreiben dadurch verdeutli-
chen, dass oberhalb des Ergebnisses schon die zu erwartenden Stellenwerte T, H, Z, E geschrieben stehen.
Das hilft auch, damit eine eventuelle ,0° im Ergebnis nicht Gbergangen und weggelassen wird (vgl. Gerster,
2017, S. 245, Wittmann/Mdiller, 2018, S. 242). Nachdem das Ergebnis ,4° notiert ist, fragt das schriftliche Ver-
fahren, wie viele verteilt wurden und was der Rest ist. Beides ist auf dem Rechenteppich unmittelbar sichtbar

26 Da es einen gleichen Wert wie die anderen Objekte auf dieser Wertebene hat, wird keine ,kleine 1° oder kleine 2°
geschrieben, sondern die Zahl hat die gleiche GréRRe wie die Ziffern der Summanden. Damit das moglich ist, wird unter
den Summanden und iiber dem Strich eine Reihe fiir Ubertrage freigelassen.

27 3.4 =12 (2 schreiben. 10 Erbsen zu einer weilen Bohne biindeln, also ,1‘ als Ubertrag.), 35 =15,15+1 =16 (6
schreiben. 10 weilRe Bohnen zu einer roten Bohne biindeln, also ,1° als Ubertrag.), 3-3 =9, 9+ 1 = 10 (0 schreiben, weil
keine rote Bohne mehr da ist. 10 rote Bohnen zu einer Nudel biindeln, also ,1‘ als Ubertrag.), 3-2 = 6, 6 + 1 = 7 (7 schrei-
ben. Losung: 7.062.)
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(2. Bild). Im genannten Beispiel wurden 4 - 2 oder 2 - 4 Nudeln verteilt und eine blieb tbrig. Deshalb werden im
schriftlichen Verfahren 8 subtrahiert, wobei sich der Rest 1 ergibt. Auch der Sinn des ,Herunterholens’, bei
dem der Rest aus der hoheren Stelle als Zehnerwert vor der heruntergeholten Stelle steht, wird plausibel, weil
das Entblindeln (3. Bild) genau dies produziert: Der Rest ,1‘ ist gleichbedeutend mit ,10° auf der nachsten
Stelle. Die schriftliche Notation des ,Herunterholens® ist einfach eine elegante Méglichkeit, diesen Stellenwert-
wechsel samt Entbindelung darzustellen. Im vierten Bild sieht man die Rechenhandlung, die im schriftlichen
Verfahren durch 14:2 = 7, Rest 0. notiert wird. Auch der nachste Schritt, der im schriftlichen Verfahren durch
das ,Herunterholen der 0° entsteht, zeigt sich auf diesem Bild: Auf der Zehnerstelle liegt nichts. Also bekommt
jeder ,0°. Mit 2: 2 = 1 wird die Division auf der Einerstelle notiert, womit die Rechenhandlung und die Uberset-
zung ins schriftliche Verfahren abgeschlossen ist, weil jetzt 2 -1 = 2 Erbsen da liegen, also kein Rest zum
Verteilen bleibt.

Bezuglich der schriftlichen Subtraktion ist es offensichtlich, dass diese als notierte Rechenhandlung durch
,Subtraktion mit Entbiindeln‘ (Abb. 10, vgl. Gerster, 2017, S. 251f) eingefihrt werden sollte, eine Konsequenz,
auf die ich friih (Rddler, 1998, 2006, 2007) hingewiesen habe. Da diese Notation an der schon im Anfangsun-
terricht tragenden Idee des ,Wegnehmens' anknipft, ist sie auch leistungsschwachen Schilerinnen und Schi-
lern spontan plausibel: Man nimmt weg, wenn genug da ist und tauscht sich dafiir vorher gegebenenfalls etwas
von der hdheren Ebene ein, wenn mehr Elemente bendtigt werden.

Abb. 10: 7.431 - 4.178 (Handlung auf der Einerstelle)

Gleichzeitig erlaubt es die seit der ersten Klasse vertraute Praxis, den Subtrahenden nicht verschwinden zu
lassen, sondern nur nach unten zu ziehen, dass die Subtraktion auch bei groen Zahlen als Zerlegung des
Minuenden sichtbar wird (Abb. 6a und Abb.10, 3. Bild), was unmittelbar auf die Gegenoperation der Addition
verweist. Die Handlung macht also plausibel, dass auf jeder Stelle immer gleich zur Probe die Umkehrung
mitgedacht werden sollte. Dies verweist zugleich auf die Option der Lésung durch Erganzen. Ferner ist es
moglich, dieses Entbilindelungskonzept in der 4. Klasse als ,verzégertes Entbiindeln’ (Rodler, 2021b, Video
21) neu zu interpretieren: Die Vorstellung dabei ist, dass nicht zuerst entbiindelt wird, um fir die Subtraktion
gentigend Elemente zu haben, sondern dass diese Entbiindelung nachgeholt wird. Im ersten Schritt werden
die im Beispiel gezeigten 10 Einer als schon getauscht unterstellt. Die Entbliindelung wird dann im 2. Schritt
dadurch nachgeholt, dass jetzt ein zusatzliches Element der ndchsthéheren Ebene (hier eine weile Bohne)
weggenommen wird, weil diese entblindelt wurde. Dies verhindert, dass bei Aufgaben wie 3.000 — 285 = lber
mehrere Stellen hinweg vom Tausender abwarts entbiindelt werden muss, bevor die eigentliche Subtraktion
durchgefiihrt werden kann. Ferner entsteht durch den anstelle des Streichens nun schriftlichen Ubertrag eine
in Bezug auf die Addition analoge Notationsform.

Es ist deutlich geworden, dass das Konzept des ,Rechnens mit konkreten Zahlen* Notationsformen bis hin
zum schriftlichen Rechnen nicht als fremde Algorithmen, sondern als Verschriftlichung von Handlungserfah-
rungen (oder Rechnen auf der Stufe ,abstraktes Stellenwertsystem’) entwickelt.?® Dadurch bleiben die kardi-

28 Der kulturhistorisch bedeutsame Schritt des Rechnens mit dem Rechenbrett (Stufe ,konkretes Stellenwertsystem'), war
am Anfang der konzeptuellen Entwicklung wesentlicher Teil des Lehrganges (Rddler, 2006a). In der Praxis hat sich aber
gezeigt, dass die wechselseitigen Ubersetzungsprozesse zwischen Stellenwertzahlen und symbolischen Werten sowie
die Praxis des halbschriftlichen Rechnens meist ein hinreichendes Fundament fiir das Stellenwertverstandnis bietet. Dem
Rechenbrett kommt daher eine gewandelte Rolle (einerseits in der Férderung, andererseits beim Rechnen zu anderen
Basen als 10 im 4. Schuljahr) und damit nur noch eine untergeordnete Bedeutung zu.
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nalen Erfahrungen der Rechenhandlung auch in der Notation erhalten. Friihzeitiges Rechnen mit Uberschla-
gen und konsequentes Uberschlagen vor schriftlichen Rechnungen unterstiitzt dabei die Bedeutung des kar-
dinalen und des operativen Geschehens. Nebenher festigt das in den Rechenhandlungen notwendige stete
Blndeln und Entbiindeln das kardinale Verstandnis der Stellenwerte. Damit eignet sich dieses Vorgehen ins-
besondere fir inklusive Klassen, weil es weniger analytische Kognition verlangt, als es der Weg der didaktisch
motivierten Ubersetzung von Stellenwertzahlen und Rechnungen in vorstrukturierte Darstellungsmittel erfor-
dert. Beim Rechnen mit konkreten Zahlen geschieht die Strukturierung des Rechenmittels von den Rechnen-
den selbst, ebenso wie die Ubersetzung in eine Notation. Die Notation ist Teil eines Abstraktionsprozesses,
welcher der Reflexion — ohne weitere zu lernende Nebenaspekte — unmittelbar zuganglich ist.

Abschlielend soll nun kurz dargelegt werden, dass bei diesem Vorgehen auch innerhalb der Arbeit an den
Inhalten des 3. Schuljahres wichtige Basiskompetenzen wie die strukturierte Zahlauffassung bis 9, das Zerle-
gungswissen bis Zehn, die Automatisierung dieses Zahlenraumes, die Schritte des Zehneribergangs samt
dem Rechnen bis 20 sowie das kleine Einmaleins implizit und explizit gefestigt werden kénnen, was den An-
spruch eines inklusiven Lehrgangs ebenfalls begrindet.

- Implizite Férderung von Basiskompetenzen

Fullnote 22 zeigt am Beispiel, wie sogar die halbschriftliche Division geeignet ist, den kleinen Zahlenraum bis
9 oder das Zahlen bis 10 implizit zu wiederholen und Grundideen von Biindeln und Entbiindeln, selbst bei
Kindern mit Férderbedarf ,Geistige Entwicklung‘ zu thematisieren. Dafir ist es wichtig, dass die Elemente jeder
Wertebene immer als Muster gelegt werden (vgl. Abb. 6-10). Erst diese unmittelbare Sichtbarkeit der einzel-
nen Wertbausteine in der aus diesen zusammengesetzten Zahl erlaubt es, diese ,konkrete Ziffern‘ kardinal zu
erfassen und auf dieser Grundlage mit ihnen als einstelligen Zahlen in Schritten zu rechnen. Wenn Kinder
Lésungen dennoch abzahlend ermitteln, fallt das sofort auf Das schafft die Moglichkeit, behutsam zu interve-
nieren: Hier liegen 5, da liegen 3. Weil3t du, was 5+3 ergibt? Oder: Hier liegen 8, dort liegen 5. Weil3t du, wie
viele du zur 8 schieben musst, damit es 10 ergibt? Und dann: die 2 hinschieben, den Rest verdecken und
fragen: Ich habe 2 von der 5 weggenommen. Weil3t du, wie viele jetzt unter meiner Hand sind? Falls ein Kind
nicht eigenstandig zu diesem schrittweisen Rechnen kommt, weil die Versuchung der abzahlenden Handlung
zu grol} ist, kann man ihm einen Partner zur Seite stellen, dem es die Handlung (mit und ohne Sichtkontakt)
anweist. Auf diese Weise ist jede Addition und Subtraktion im vierstelligen Zahlenraum zugleich ein Training
der Zehnerpartner und der Zerlegungen bis 9.%°

So wie bei der Addition zweier mehrstelliger Zahlen auf jeder Wertebene der Zehnerlbergang in Schritten
oder die Automatisierung der Addition im Zahlenraum bis 18 geubt wird, kldren und festigen die Rechenhand-
lungen der Multiplikation (und Division) die operativen Vorstellungen und wiederholen nebenbei die kleinen
Aufgaben bis 4 - 4. Der Ubergang zum halbschriftlichen und zum schriftlichen Verfahren erlaubt es, diese Aus-
gangskompetenz gezielt fiur das erweiterte Einmaleinstraining zu nutzen! Dafur ist es jedoch eine Vorausset-
zung, dass die Verfahren verstandig und korrekt beherrscht werden, was im normalen Unterricht oft daran
scheitert, dass das Einmaleins beim Erlernen der Verfahren noch nicht hinreichend gesichert ist (Gerster 2017,
256ff). Die Energie des Kindes ist dann vom Finden der Teilldsungen absorbiert und es fehlt die Aufmerksam-
keit auf das eigentlich Wichtige: die Notation in ihrer kardinalen Logik zu verstehen.* Hier zeigt sich die Effi-
zienz der ,personlichen Losungstabelle’, die bereits im 2. Schuljahr eingefiihrt wurde (Rddler 2016, 99f, 2021b,
Video 23). Auf dieser sind alle Aufgaben geschwarzt, welche das Kind nachgewiesenermalfien beherrscht und
alle Lésungen zu sehen, die es noch nicht automatisiert hat. Dadurch ist es méglich, dass alle Kinder an der
EinfUhrung der Verfahren teilnehmen und eventuelle Einmaleins-Licken deren Mitarbeit nicht behindern.

29 Der Grad der Automatisierung des wichtigen Zerlegungswissens bis 10 muss durch gemeinsame Tests in der Klasse
auch im 3. Schuljahr regelmaRig festgestellt, fir alle riickgemeldet und optimiert werden. Die Festigung dieser wichtigen
Kompetenz sollte in der 3. Klasse nicht als bereits abgeschlossen betrachtet werden.

30 Zu den Problemen schwacher Schiler beim Einmaleins-Lernen und dem Fehlen fachdidaktischer Vorschlage fir das
Ankniipfen an die Inhalte des 3. und 4. Schuljahres, siehe z. B. Scherer/Moser Opitz, 2012, S. 28, S. 117-129 und Gai-
doschik, 2015, S. 54f, 111-115.

137



Mathematik im Unterricht Band 12, 2021

Ist das Verfahren erst einmal bekannt, lasst sich dessen Ubung und Festigung sehr gut dafiir nutzen, um ganz
gezielt Lucken im Einmaleins zu schliel3en: Zu allen Reihen und getrennt nach den ,einfachen' Aufgaben 2-,
3, 4-, 5, 10- und den ,schweren Aufgaben 6-. 7-, 8-, 9- gibt es Aufgabenblatter, welche die Kinder nehmen,
um das Verfahren zu trainieren. Ein Kind, das etwa die schweren Aufgaben der 3er-Reihe tiben mdchte, nimmt
beim halbschriftichen Rechnen ein Blatt mit Aufgaben wie: 6-33, 7-33, 33-8, 33-9, 3-67, 3-76, 87-3, 78-3, und
beim schriftlichen Rechnen 16st es Aufgaben wie 878-3 oder 777-3. Durch die wiederkehrend gleichen Teilauf-
gaben findet Automatisierung statt, auch wenn die Losung zunachst abgeschaut wird.®! Diese Festigung wird
dadurch verstarkt, dass jedes Kind so lange nur Aufgaben im Rahmen der 3er-Reihe rechnet, bis es im Test
nachgewiesen hat, dass es diese nun beherrscht. Erst dann geht es weiter und widmet sich der nachsten
erkannten Liicke. Fokus auf ein klares néchstes Ziel erlaubt auch leistungsschwéacheren Schilerinnen und
Schilern wahrend der 3. und 4. Klasse die vollstandige Automatisierung.

Zusammenfassung

Die Kulturgeschichte des Rechnens ist eine Kulturgeschichte der Rechenhandlung. Dabei hat sich das, was
als Zahl verwendet wurde, im Laufe der Jahrtausende gewandelt. Die Symbolisierung ist immer abstrakter
geworden. Der kardinale Gehalt wurde immer weiter verschliisselt, was sich an der Entwicklung der Zahlzei-
chen, der Entwicklung der Rechenhandlungen und der zunehmend konzeptionellen Gestaltung von Zahlwor-
ten nachweisen lasst. Geht man fachdidaktisch von der Annahme aus, dass solche Abstraktionsprozesse, die
sich kulturhistorisch aus dem Umgang mit urspringlich in analoger Abbildung gewonnenen Zahlen ergaben,
Kindern in gleichem Mafe helfen, zu einem verstdndigen Umgang mit Stellenwertzahlen vorzudringen, so
kehrt sich die didaktische Aufgabe wesentlich um. Es geht nicht mehr um Veranschaulichung von Abstraktem,
sondern um die Entwicklung von Abstraktion. Dies lenkt und verstarkt den Blick auf die unterschiedliche Qua-
litat von Zahlkonzepten, die auf verschiedenen Abstraktionsstufen anzusiedeln sind, was nachhaltige Konse-
quenzen auf die Beurteilung von Rechenmitteln ebenso wie von Darstellungsmitteln hat. Insbesondere wird
deutlich, warum der gezielte Wechsel des Abstraktionsniveaus produktiv wirkt. Flr die Zahlraumerweiterung
im 3. Schuljahr bedeutet das, dass der Aufbau der Abstraktion von der Stufe ,analoge Abbildung‘ hin zur Stufe
,symbolische Blindelung‘ es erlaubt, auch mit vierstelligen Zahlen verstandig zu rechnen und damit die Grund-
lage fur den nachsten Abstraktionsschritt, den hin zum Versténdnis des Stellenwertsystems, zu gehen. Die
Ubersetzung nicht mehr nur der konkreten Zahl, sondern der ganzen Rechenhandlung in unterschiedliche
Formen der Notation ist ein Schritt dieses Abstraktionsprozesses. Die ,Notationen als vorgestellie Rechen-
handlungen® starken die mentalen Bilder und die unterschiedlichen Grundideen, welche sich mit den verschie-
denen Notationsformen verbinden. Damit hilft diese wichtige Ubersetzung auch, zu einem flexiblen, das Stel-
lenwertsystem nutzenden, Kopfrechnen vorzudringen. Aufderdem wurde gezeigt, dass diese Behandlung der
Arithmetik des 3. Schuljahres es ermdglicht, wesentliche dafir notwendige Basiskompetenzen im Rahmen
dieses Lernprozesses implizit und explizit zu trainieren. Damit erweist sich dieses Vorgehen insbesondere
auch als Angebot fiir einen inklusiven Rechenlehrgang im 3. Schuljahr.

Danksagung: Ich danke Herrn Hans-Dieter Gerster fir seine prazisen Nachfragen und die ermutigenden Worte.

Literatur

Damerow, P., Schmidt, S. (2004). Arithmetik im historischen Prozess: Wie ,natirlich“ sind die ,nattrlichen Zahlen*?. Miiller,
G.N,, et al. (Hrsg.) Arithmetik als Prozess, S. 133-182. Seelze: Kallmeyer-Verlag.

Dehaene, S. (1999). Der Zahlensinn oder Warum wir rechnen kénnen. Basel: Birkhduser.

Dornheim, D. (2008). Pradiktion von Rechenleistung und Rechenschwéche. Berlin: Logos Verlag.

31 Das schlielt natiirlich nicht aus, dass diese Multiplikationen parallel auch strukturell geklart werden, etwa dass 6 - 3 ein-
fach einmal Drei mehr ist als 53 und dass 9 - 3 einmal Drei weniger ist als 10 -3. Oder dass man statt 7-3 auch 3-7
rechnen kann, was sich auch als Verdoppeln der Sieben plus einmal Sieben berechnen lasst. Jenen Kindern, denen solche
kognitiven Ableitungen keine Hilfe sind, bietet das Training mit der Lésungstabelle aber eine weniger kognitiv anspruchs-
volle Alternative auf dem Niveau der 3. Klasse. Und auch die anderen Kinder profitieren, weil sie sich weniger unter Druck
gesetzt flhlen.

138



Mathematik im Unterricht Band 12, 2021

Feuser, G. (2013). Kooperation am gemeinsamen Gegenstand. In Feuser, G. et al. (Hrsg.). Enzyklopédisches Handbuch
der Behindertenpddagogik, Bd. 7, S. 282-293. Stuttgart: Kohlhammer-Verlag.

Fritz, A. et al. (Hrsg.) (2009). Handbuch Rechenschwéche. Weinheim: Beltz Verlag.
Fritz, A. et al. (Hrsg.) (2017). Handbuch Rechenschwéche. Weinheim: Beltz Verlag.
Fuson, K. (1988). Childrens Counting and Concepts of Number. New York: Springer Verlag.

Gaidoschik, M. (2003). Rechenstérungen: Die ,didaktogene Komponente®. Kritische Thesen zur ,herkémmlichen Unter-
richtspraxis®. In Lenart, F. et.al (Hrsg.), S. 128-153.

Gaidoschik, M. (2015). Rechenschwéche — Dyskalkulie. Hamburg: Persen Verlag.

Gaidoschik, M. et al. (2015). Einige Fragen zur Didaktik der Erarbeitung des ,Hunderterraumes®. Journal fiir Mathematik-
Didaktik 36(1), S. 163-190.

Gaidoschik, M., Fellmann, A., Guggenbichler, S., & Thomas A. (2017). Empirische Befunde zum Lehren und Lernen auf
Basis einer FortbildungsmaRnahme zur Férderung nicht-zahlenden Rechnens. Journal fiir Mathematik-Didaktik 38(1), S. 93-
124.

Gaidoschik, M. (2018). Rechenschwéche verstehen — Kinder gezielt férdern. Hamburg: Persen Verlag.

Gaidoschik, M. et al. (2021). Besondere Schwierigkeiten beim Rechnen. Mitteilungen der GDM. 111S. Verfugbar unter:
https://ojs.didaktik-der-mathematik.de/index.php/mgdm/issue/view/46.

Gelman, R. & Gallistel, C.R. (1978). The Child’s Understanding of Number. Cambridge: Farvard University Press.

Gerster, H.D., & Schultz, R. (2004). Schwierigkeiten beim Erwerb mathematischer Konzepte im Anfangsunterricht.
https://phfr.bsz-bw.de/frontdoor/deliver/index/docld/16/file/gerster.pdf.

Gerster, H.D. (2017). Schriftliche Rechenverfahren verstehen — Methodik und Fehlerpravention. In: Fritz et al. (Hrsg.) (2017),
S. 244-265.

Hasel-Weide, U., NUhrenborger, M.(Hrsg.) (2017). Gemeinsam Mathematik lernen — mit allen Kindern rechnen. (Beitrdge
zur Reform der Grundschule, Bd. 144). Frankfurt: Grundschulverband.

Ifrah, G. (1987). Die Universalgeschichte der Zahlen. Frankfurt: Campus.

Kornmann, e. et al. (1999). Probleme beim Rechnen mit der Null. Weinheim: Deutscher Studienverlag.

Krauthausen, G., Scherer, P. (2008). Einfiihrung in die Mathematikdidaktik. Heidelberg: Spektrum Akademischer Verlag.
Krauthausen, G., Scherer, P. (2019). Nattrliche Differenzierung im Mathematikunterricht. Seelze: Kallmeyer/Klett.
Kwapis, J. et al. (2018). MANUAL zum Jenaer Rechentest fiir die Klassen 1 bis 4 (JRT 1 — 4). Miunster: WTM.

Lambert, K. (2014). Rechenschwéche — Grundlagen, Diagnostik, Férderung. Gottingen: Hogrefe Verlag.

Lenart, F et al. (Hrsg.) (2003). Rechenschwéche-Rechenstérung-Dyskalkulie. Graz: Leykam Buchverlag.

Lorenz, J.H. (1998). Anschauung und Veranschaulichungsmittel im Mathematikunterricht. Géttingen: Hogrefe.

Lorenz, J.H. (2003). Lernschwache Rechner férdern. Berlin: Cornelsen Verlag Skriptor.

Lorenz, J.H.. (2011). Anschauungsmittel und Zahlenreprasentation. In: Steinweg, A.S. (Hrsg.) (2011), 39-54.

Lorenz, J.H. (2017). Einige Anmerkungen zur Reprasentation von Wissen Uber Zahlen. Journal fiir Mathematik-Didaktik
38(1), S. 125-139.

Lorenz, J.H., Radatz, F. (1993). Handbuch des Férderns im Mathematikunterricht. Hannover: Schroedel Verlag.
Menninger, K. (1958a). Zahlwort und Ziffer, Band |: Zéhlreihe und Zahlsprache. Géttingen: Vandenhoeck&Ruprecht.
Menninger, K. (1958b). Zahlwort und Ziffer, Band Il: Zahlschrift und Rechnen. Goéttingen: Vandenhoeck&Ruprecht.
Menninger, K. (1979). Zahlwort und Ziffer — Eine Kulturgeschichte der Zahl. Gottingen: Vandenhoeck&Ruprecht.
Meyerhdfer, W. (2004). Zum Kompetenzstufenmodell von PISA. In Journal fiir Mathematikdidaktik, 25(3/4), S. 294-305.

Meyerhofer, W. (2011). Vom Konstrukt der Rechenschwache zum Konstrukt der nicht bearbeiteten stofflichen Hiirden
(nbsH). In P&ddagogische Rundschau, 4/2011, S. 401-426.

Mosandl, C., Sprenger, L. (2017). Ausbau des Zahlenverstandnisses bei grolRen Zahlen und Stellenwerten. In Hasel-
Weide, U., Niihrenbérger, M. (Hrsg.), S. 143-152.

Moser-Opitz, E. (2008). Zédhlen — Zahlbegriff — Rechnen. Bern: Haupt Verlag.

Miiller, G.N., et al. (1999). Das Konzept von ,Elementarmathematik als Prozess®. In Miiller, G.N., et al. (Hrsg.) Arithmetik
als Prozess, S. 11-18. Seelze: Kallmeyer-Verlag.

Padberg, F, Benz, Chr. (2011). Didaktik der Arithmetik. Heidelberg: Spektrum Akademischer Verlag.

139



Mathematik im Unterricht Band 12, 2021

PikAS (2021). Haus 3: Umgang mit Rechenschwierigkeiten. https://pikas.dzlm.de/pikasfiles/uploads/upload/Mate-
rial/Haus_3_-_Umgang_mit_Rechenschwierigkeiten/FM/modul_3.5_darstellungsmittel_200411_.pdf

Radatz, H., Schipper, W. (1983). Handbuch fiir den Mathematikunterricht an Grundschulen. Hannover: Schroedel Verlag.
Raodler, K. (1998). Auf fremden Wegen ins Reich der Zahlen. In Grundschule 5/1998, S. 45-47.

Raodler, K. (2006a). Erbsen, Bohnen, Rechenbrett — Rechnen durch Handeln. Velber: Kallmeyer Verlag.

Rodler, K. (2006b). Rechnen mit konkreten Zahlen. Behindertenpddagogik 1/2006, S. 59-67.

Rddler, K. (2007) Rechnen durch Handeln: Die Kartei. Seelze: Kallmeyer Verlag.

Rddler, K. (2010). Dyskalkuliepravention durch das Rechnen mit Bundelungsobjekten. Sache-Wort-Zahl (114), S. 44-48.

Rédler, K. (2011). Zahlen und Rechenvorgange auf unterschiedlichen Abstraktionsniveaus. In: Helmerich, M., Lengnink,
K. u.a. (Hrsg.). Mathematik verstehen, S. 131-146. Wiesbaden: Vieweg+Teubner Verlag.

Radler, K. (2012). Dokumentation: Rechnen im 3. Schuljahr. http://www.rechnen-durch-handeln.de/3sj.pdf

Rédler, K. (2015). Ein Mathematikunterricht fir alle! - Schulische Inklusion braucht eine inklusive Fachdidaktik. Behinder-
tenpddagogik 4/2014, S. 399-412.

Rodler, K. (2016). Mathe inklusiv: Ratgeber fiir die 1./2. Klasse. Hamburg: AOL-Verlag.
Rodler, K. (2019). Rechnen durch Handeln — 16 fachdidaktische Videos. Mitteilungen der GDM (106), Berlin: GDM.

Radler, K. (2020). Rechnen lernen statt zéhlen - von Anfang an!. In Simon Plangg et al. (Hg.) Mathematik im Unterricht,
Bd.11, S. 143-164 Salzburg: Universitat Salzburg. https://eplus.uni-salzburg.at/download/pdf/5963992.

Radler, K. (2021a) Differenzierung statt Individiualisierung., In Férdermagazin Grundschule (2/2021), S. 15-21.

Rddler, K. (2021b). Youtube-Playlist ,Rechenprobleme, https://www.youtube.com/watch?v=HLuUG-
vkXe9dk&list=PLKv_eZxHfHWVVLRdcb52r81_udHnAEzwF

Scherer, P., Bonig, D. (Hrsg.) (2004). Mathematik fiir Kinder — Mathematik von Kindern. Beitrdge zur Reform der Grund-
schule, Bd. 117. Frankfurt am Main: Grundschulverband.

Scherer, P., Moser Opitz, E. (2012). Férdern im Mathematikunterricht der Primarstufe. Heidelberg: Spektrum Akademi-
scher Verlag.

Scherer, P., Steinbring, H. (2004). Ubergang von halbschriftlichen Rechenstrategien zu schriftlichen Algorithmen — Addition
im Tausenderraum. In Scherer, P., Bénig, D. (Hrsg.) (2004).

Schipper, W. (2003). Thesen und Empfehlungen zum schulischen und auRRerschulischen Umgang mit Rechenstérungen.
In: Lenart, F et al. (2003), S. 103-121.

Schipper, W. (2009). Schriftliches Rechnen als neue Chance fir rechenschwache Kinder. In Fritz, A. et al. (Hrsg.) (2009).
Schipper, W. et al. (2017). Handbuch fiir den Mathematikunterricht, 3. Schuljahr. Braunschweig: Schroedel.

Schipper, W. (2011). Vom Calculieren zum Kalkulieren — Materialien als Losungs- und als Lernhilfen. In Steinweg, A.S.
(Hg.) (2011) Medien und Materialien, Tagungsband des AK Grundschule in der GDM, S. 71-85.

Selter, Chr. (2017). Férderorientierte Diagnose und diagnosegeleitete Férderung. In Fritz et al. (Hrsg.) (2017), S. 375-394.

Steinweg, A.S. (Hg.) (2011). Medien und Materialien, Tagungsband des AK Grundschule in der GDM, https://fis.uni-bam-
berg.de/handle/uniba/352.

Von Aster, M., Lorenz, J.H. (Hrsg.) (2005). Rechenstérungen bei Kindern. Géttingen: Vandenhoeck&Ruprecht.
Von Glaserfeld, E. (1997). Wege des Wissens. Heidelberg: Carl-Auer-Systeme Verlag.

Wagenschein, M. (1970). Verstehen lehren / genetisch-sokratisch-exemplarisch. Weinheim: Julius Beltz.
Wittmann, E. Ch. (1981). Grundfragen des Mathematikunterrichts. Stuttgart: Vieweg.

Wittmann, E.Ch., Miller, G.N. (2018). Handbuch produktiver Recheniibungen, Band Il. Seelze: Klett Kallmeyer.
Yang, Ch. (2016).The Price of Linguistic Productivity. Massachusetts: Massachusetts Institute of Technology.

Zaslavsky, C. (1999). Africa Counts — Number and Patterns in African Culture. Chicago: Lawrence Hill Books.

Folgende Schulbuchausgaben des 3. Schuljahres wurden gesichtet:

Westermann Verlag (Braunschweig): Flex und Flo (2021), Denken und Rechnen (2021),
Schroedel (Braunschweig). Welt der Zahl (2019)

Cornelsen (Berlin): Jojo (2019), Einstern (2016)

Klett (Stuttgart): Zahlenbuch (2017)

140



Mathematik im Unterricht

Band 12, 2021

Adresse des Autors:

Dr. Klaus Rodler

Reuterweg 69

D-60323 Frankfurt am Main, Deutschland
klaus.roedler@onlinehome.de
www.matheinklusiv.de

141



	Seite 119
	Seite 120
	Seite 121
	Seite 122
	Seite 123
	Seite 124
	Seite 125
	Seite 126
	Seite 127
	Seite 128
	Seite 129
	Seite 130
	Seite 131
	Seite 132
	Seite 133
	Seite 134
	Seite 135
	Seite 136
	Seite 137
	Seite 138
	Seite 139
	Seite 140
	Seite 141

